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ВВЕДЕНИЕ 
 

Анализ бизнес-данных осуществляется при прогнозировании деятель-

ности предприятия, принятии управленческих решений с целью повыше-

ния его эффективности. При этом, в связи с высокой динамичностью со-

временного бизнеса, необходимо оперативно принимать решения по тому 

или иному вопросу. Данное учебное пособие рассматривает решение про-

блем, связанных с анализом и обработкой бизнес-данных, с использовани-

ем компьютеров для принятия управленческих решений. Имеются два ва-

рианта использования информационных технологий в этом процессе. 

В первом варианте лицо, принимающее решение (ЛПР), пользуется 

компьютером исключительно для извлечения данных, а решения принима-

ет самостоятельно. При этом применяется многомерный анализ данных, 

используются различные системы отчетности, графики, диаграммы и дру-

гие способы визуализации.  

Во втором варианте компьютер применяется не только для извлечения 

данных, но и осуществляет их обработку, при этом используются различ-

ные математические методы решения экономических задач: корреляцион-

но-регрессионный анализ, расчет оптимальных планов производства и т. п. 

ЛПР в этом варианте получает прошедшие квалифицированную аналити-

ческую обработку данные, оно работает уже с результатами расчетов по 

математическим моделям, полученными компьютером. 

Подобные математические методы и модели и рассматриваются в на-

стоящем учебном пособии.   

Идеальным вариантом является применение обоих подходов анализа 

бизнес-данных, что обеспечило бы все потребности предприятия в приня-

тии управленческих решений.  

На сегодня проблемы извлечения, удобного представления и визуали-

зации данных достаточно хорошо решены. Имеется широкий спектр инст-

рументальных средств для решения подобных задач. В большинстве учеб-

ных заведений работают компьютерные классы, изучается дисциплина 

«Информатика». В части использования математических моделей и мето-

дов ситуация выглядит намного хуже. Большинство потребителей рассчи-

тывают на собственное правильное понимание процессов, уверены в само-

стоятельном принятии эффективных решений. Но это можно обеспечить 

только за счет формирования математических моделей и решения на их 

основе соответствующих задач. С их помощью реализуются более «интел-

лектуальные» методы анализа (business intelligence).  

Данное учебное пособие нацелено на подготовку специалистов, спо-

собных решать сложные комплексные задачи, при этом business intelligence 

рассматривается как процесс извлечения знаний и как результат этого про-

цесса. 
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Впервые термин «business intelligence» был введён в обращение анали-

тиками Gartner в конце 1980-х годов, как «пользователецентрический про-

цесс, который включает доступ и исследование информации, ее анализ, 

выработку интуиции и понимания, которые ведут к улучшенному и нефор-

мальному принятию решений». Позже в 1996 году появилось уточнение – 

«инструменты для анализа данных, построения отчетов и запросов могут 

помочь бизнес-пользователям преодолеть море данных для того, чтобы 

синтезировать из них значимую информацию, – сегодня эти инструменты в 

совокупности попадают в категорию, называемую бизнес-интеллект 

(Business Intelligence-BI)». 

В настоящем учебном пособии рассматриваются следующие методы 

моделирования задач принятия решений при численном анализе информа-

ции: 

– корреляционно-регрессионный анализ; 

– формирование оптимального производственного плана посредством 

использования моделей математического программирования; 

– выбор оптимальных стратегий развития предприятия в условиях рис-

ка и неопределенности методами теории игр; 

– определение баланса производства продукции и ее потребления в раз-

личных взаимосвязанных отраслях; 

– многокритериальная оптимизация. 

Целью данной дисциплины является: 

– получение практических навыков решения основных задач управле-

ния бизнесом с применением экономико-математических моделей и мето-

дов, соответствующих специфике организации и ведения бизнеса в усло-

виях информационного общества, отличающегося неопределённостью и 

высокой степенью рисков, острой конкурентной борьбой, высокими тем-

пами внедрения инноваций, неуклонно повышающимся уровнем произво-

дительности труда. 

Задачи дисциплины: 

1. Обучить студентов методологии экономико-математического моде-

лирования и решения задач маркетинга, логистики, оптимизации произ-

водства и инвестиционного проектирования с использованием экономико-

математических методов и персональных ЭВМ. 

2. Обеспечить возможность профессиональной коммуникации с соот-

ветствующими специалистами по вопросам использования математиче-

ских методов в управлении. 

При изучении дисциплины «Анализ бизнес-данных» студент должен 

знать: 

 методику построения математических моделей;   

 математические методы, используемые при решении различных 

управленческих задач, в том числе в условиях конфликта целей. 
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Владеть: 

 математической терминологией и соответствующими понятиями в 

достаточном объёме для коммуникации со специалистами по математиче-

ским методам в экономике; 

 программным обеспечением, входящим в состав MS EXCEL, позво-

ляющим решать прикладные задачи принятия решений. 

Иметь представление: 

 о математических методах принятия управленческих решений при-

менительно к различным объектам бизнеса; 

 о проблемах использования математических методов в бизнесе и о 

перспективах их разрешения. 

Уметь: 

 обосновывать применяемые математические методы при выработке 

управленческих решений на их основе; 

 оценивать достоверность и адекватность применения экономико-

математических методов в бизнесе и управлении. 
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РАБОЧАЯ ПРОГРАММА ДИСЦИПЛИНЫ 

 

Содержание тем дисциплины 

Тема 1. Линейное программирование 

Основные типы задач линейного программирования – формирование 

оптимального плана производства продукции при ограниченных ресурсах, 

задача о диете (составление смеси), задачи раскроя материалов, целочис-

ленные задачи, в том числе с булевыми переменными.  

Тема 2. Транспортная задача и задача о назначениях 

Задачи линейного программирования с двумя индексами.  

Тема 3. Двойственные задачи линейного программирования. Не-

линейные задачи. Анализ экономических задач с использованием теории 

двойственности. Решение нелинейных задач. 

Тема 4. Задачи многокритериальной оптимизации 

Методы решения многокритериальных задач. Парето-оптимальность, 

метод последовательных уступок и идеальной точки. Метод анализа ие-

рархий. 

Тема 5. Состязательные задачи 

Использование теории игр при решении экономических задач. Чистые 

и смешанные стратегии. Седловая точка. Теорема фон Неймана. 

Тема 6. Игры с природой 

Принятие решений в условиях риска и неопределенности. Правила 

Вальда, Сэвиджа, Лапласа, Байеса, и Гурвица. 

Тема 7. Балансовые модели 

Модель Леонтьева межотраслевого баланса. Модель международной 

торговли. 

Тема 8. Корреляционно-регрессионный анализ 

Основные понятия. Построение линейных и нелинейных трендов. Фор-

мирование многофакторных регрессий, отбор факторов. Прогнозирование 

на базе регрессионных моделей. 

 

Формы контроля 
Текущий контроль осуществляется в форме решения практических за-

дач, анализа итогов участия слушателей (студентов) в семинарских заняти-

ях и практикумах.  

Итоговый контроль по всему объему дисциплины проводится в фор-

ме защиты итоговой контрольной работы и зачета. 
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Методические рекомендации по выполнению практических работ 

Практические работы служат для получения навыков решения эконо-

мических задач по каждой теме. Их решение является средством текущего 

контроля знаний студентов, полученных самостоятельно, а также служат 

для их самооценки.  

Изложение решений практической работы не должно быть загромож-

дено формулировками утверждений и определений, приведенными в учеб-

ном пособии, достаточно приводить ссылки на страницы или номера ис-

пользуемых формул.  

Задания для выполнения практических работ содержатся в конце каж-

дой темы. Номер варианта соответствует номеру студента в списке груп-

пы. 

 

Критерии оценки выполнения практических работ 
За выполнение задания практической работы ставится «зачтено» или 

«не зачтено». 

«Зачтено» соответствует полному и правильному решению задания, 

возможны небольшие погрешности в вычислениях. Оценка за всю работу – 

«зачтено», если зачтены все задания по данной теме.  

Если практическая работа не зачтена, то необходимо исправить ошибки 

и заново представить работу на проверку.  
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ТЕМА 1. ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
 

1.1. Оптимизация плана производства 

Линейное программирование служит методом решения задачи оптими-

зации, в которой имеется некоторое (в общем случае достаточно большое) 

число переменных, связанных различными ограничениями. Цель такой за-

дачи – получение оптимального значения определенного критерия эффек-

тивности (целевой функции: прибыли, затрат, объемов произведенной 

продукции и т. п.) при удовлетворении поставленных ограничений. Эти 

ограничения определяются технологией производства продукции, наличи-

ем необходимых ресурсов, запасами сырья, законодательными требова-

ниями и другими условиями. 

Для использования линейного программирования необходимо выпол-

нение следующих условий: 

1. Критерий эффективности должен представлять собой линейную 

функцию. Линейность целевой функции означает, например, что затраты 

на изготовление 100 изделий в 100 раз больше затрат для изготовления од-

ного изделия. В случае отсутствия такой пропорциональной зависимости 

использование линейного программирования невозможно. 

2. Ограничения тоже должны иметь вид линейных равенств (нера-

венств). 

При правильно поставленной задаче можно применять линейное про-

граммирование для ее решения. 

Рассмотрим упрощенную производственную задачу: 

Предприятие производит два вида продукции, используя три типа ре-

сурсов, ограниченные, соответственно, количеством b1, b2, b3. Известны 

нормы потребления ресурсов на производство единицы двух видов про-

дукции. Пусть aij – количество ресурса i, расходуемого при производстве 

единицы продукции j-го вида. Обозначим ci – единичная прибыль от реа-

лизации продукции i-го вида, х1, х2 – искомые объемы продукции.  

Пример 1.1. Зададим показателям задачи конкретные значения. 

 

                                                  Таблица 1.1 

Численные значения примера 1.1 
 Продукция 1 (х1) Продукция 2 (х2) Ограничение 

Ресурс 1 a11 = 3 a12 = 2 b1 = 15 

Ресурс 2 a21= 1 a22 = 4 b2 = 20 

Ресурс 3 a31 = 2 a32 = 5 b3 = 25 

Прибыль  c1 = 4 c2  = 5  
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Задача определения оптимального плана производства формулируется 

в виде: 

Найти объемы производства х1 и х2, на которые хватает ресурсов в со-

ответствии с их наличием при заданных нормативах их потребления, и при 

этом максимизировать прибыль F от их реализации. 

В предположении пропорциональной зависимости количества необхо-

димых ресурсов и прибыли от объемов производства получается матема-

тическая модель задачи следующего вида: 

             (I)       3х1 + 2х2     12         

             (II)       х1 + 4х2     10          

             (III)    3х1 + 6х2     18                                                                (1.1) 

                        х1   0, х2  0, 

                       F=4х1 + 5х2  max. 

Соотношения (1.1) отражают ограничения по ресурсам, функция F со-

ответствует прибыли, подлежащей максимизации. Числа х1 и х2, удовле-

творяющие ограничениям (1.1), составляют допустимый план, таких до-

пустимых планов (при непрерывных единицах измерения продукции – 

тонны, метры и пр.) может быть бесконечно много, а допустимый план, 

доставляющий максимум функции F, является оптимальным планом. 

 

1.2. Геометрическая интерпретация задачи линейного  

программирования 

На рис. 1.1 представлен многоугольник OABCD, соответствующий 

множеству допустимых планов примера 1.1.  

х2 
7           

6    
(I)           

5           

4           

3 

A 

    

    B 

  

   

F       

2     C         

 1    

  D 
   (III)   (II)   

O     
1             2             3            4            5             6             7             8             9           10           11

    х1 

 

Рис. 1.1. Графическое представление примера 1.1 
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Пара чисел (х1, х2) соответствует на плоскости точке с координатами 

х1 и х2, где х1 горизонтальная ось, а х2 вертикальная. Ограничения (1.1) 

задают полуплоскости, их пересечение определяет многоугольник. Если 

переменных n, то в результате пересечения полупространств получится n-

мерный многогранник, который при противоречивой системе неравенств 

может быть пустым.   

Функция F = 4х1 + 5х2 определяет множество параллельных прямых, 

при этом, чем дальше прямая из этого множества удалена от точки О, тем 

большее значение принимает целевая функция F. На рис. 1.1 оптимальное 

решение достигается в точке С, где функция F принимает максимально 

возможное значение на множестве допустимых планов. 

Вершина С многоугольника образована пересечением I и III прямой, ее 

координаты примерно х1=3; х2=1.5. Чтобы точно определить координаты 

точки С, необходимо решить систему уравнений:  

                    3х1  + 2х2   =  12, 

                    3х1  + 6х2   =  18, 

решение которой х1=3; х2=1.5.     

В этом случае ограничения I и III называются существенными, а огра-

ничение II несущественным. 

Значение функции F в точке С: 

                    F  = 4  3 + 5 1.5 = 19.5. 

Таким образом, пример 1.1 решен, оптимальные объемы продукции 

найдены: х1=3 и х2=1.5, удовлетворяющие всем ограничениям (1.1) и дос-

тавляющие максимум функции F = 19.5 усл. ед.     

 

Пример 1.2. Задача о диете.  

                         Таблица 1.2 

Численные значения примера 1.2 
Корма Содержание в 1 т Себестоимость 1 т 

(усл. ед). Кормовых 

ед. 

Кальций 

(кг) 

Белок 

(кг) 

Концентраты (х1) 1 20 100 5 

Сено (х2) 2 4 400 8 

Норма 40 200 4000  

 

Норма определяет необходимый минимум кормовых единиц, кальция 

(кг), белка (кг) суточного рациона животноводческой фермы. Необходимо 

найти объемы кормов (обозначим их х1, х2) с минимальной стоимостью, 

обеспечивающие необходимое содержание питательных веществ не менее 

нормы. Предполагая пропорциональную связь между количеством кормов, 

наличия полезных веществ и их стоимостью, формируем математическую 

модель задачи: 

(I)          х1 + 2х2      40   
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           (II)        20 х1 + 4 х2    200 

           (III)       50 х1 + 200 х2    4000                                                 (1.2) 

                            х1   0, х2  0, 

              F=5 х1 + 8 х2  min. 

Геометрическая интерпретация задачи приведена на рис.1.2. 

 

х2               

50               

A               

(II) 
              

40 
              

35 
              

30 
              

25  n             

20 
B              

(III)               

10 
    (

(I) 

         

5 
      C        

О            5          10        15       20        25        30        35       40   
                                           х1 

 

Рис. 1.2. Графическое представление примера 1.2 

 

Допустимые планы соответствуют множеству точек неограниченного 

многоугольника АВС, заштрихованного на рис. 1.2. 

Минимум функции F достигается в точке В, которая образована пере-

сечением ограничений I и II, которые являются существенными для этого 

примера. 

Найдем координаты точки В:  

                         х1  + 2х2    = 40   

                     20 х1  + 4 х2  =  200 

 Откуда х1 = 120 /18= 6.67,   х2 = (40-6,67) / 2 = 16.67 

                  F=5 6.67 + 8 16.67=166.67. 
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1.3. Задача линейного программирования в общем виде 

В обоих рассмотренных выше упрощенных примерах множество до-

пустимых планов представляет собой выпуклый многоугольник, получен-

ный пересечением полуплоскостей, которые определяются линейными не-

равенствами (1.1), (1.2). Целевая функция определяет семейство парал-

лельных прямых. n переменных задает n-мерное пространство, тогда мно-

жество допустимых планов соответствует выпуклому многограннику, а 

целевая функция – множеству параллельных гиперплоскостей. 

Анализ вышеприведенных примеров позволяет сделать следующий вы-

вод – оптимальные объемы производства как набор чисел соответствуют 

координатам некоторой вершины многогранника допустимых планов. 

Чтобы решить задачу линейного программирования, необходимо вычис-

лить значение целевой функции в вершинах этого многогранника. Для оп-

ределения координат вершин решаются системы n линейных уравнений с n 

неизвестными. 

Учитывая этот факт, американский математик Дж. Данциг в 1949 г. 

разработал симплекс-метод, который заключается в направленном перебо-

ре вершин многогранника допустимых планов до тех пор, пока не будет 

получено оптимальное решение.       

Сформулируем задачу линейного программирования в общем виде. 

Имеется n переменных и связывающие их m ограничений, заданных в 

виде линейных неравенств. 

                   


n

j

jij xa
1

  bi (i=1,2,…, m),                                                  (1.3) 

                       xj   0 (j=1,2,…n). 

Критерий оптимальности, целевая функция F – также линейна. 

F =


n

j

jj xc
1

  max ( min)                                                  (1.4) 

Оптимальным решением задачи является набор чисел x1, x2,…, xn, удов-

летворяющие системе ограничений (1.3) и доставляющее максимальное 

или минимальное значение функции (1.4). 

Результаты решения задачи могут быть следующие: 

1. Отсутствует решение задачи из-за несовместной системы ограниче-

ний. 

2. Функция F  + или F  - в случае ее неограниченности на мно-

жестве допустимых планов. 

3. Функция F принимает единственное экстремальное значение в неко-

торой вершине многогранника допустимых планов, ее координаты явля-

ются оптимальным планом. 

4. Оптимальным решением могут быть все точки ребра или грани мно-

гогранника допустимых планов (в случае параллельности целевой функция 

F этому ребру или грани). 
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При экономически корректно поставленной задаче 1 и 2 случаи исклю-

чаются. 

 

1.4. Объективно-обусловленные оценки 

Вернёмся к примеру 1.1. 

Решение этого примера х1=3; х2=1.5 (координаты точки С). Существен-

ные ограничения (I) и (III), которые в точке С обратились в равенство: 

                    3х1  + 2х2   =  12, 

                    3х1  + 6х2   =  18, 

т. е. ресурсы (I) и (III) полностью используются, а второй ресурс (ограни-

чение (II)) оказался в избытке: 

                    13 + 41.5 < 10, 

(который составил 10 – (13 + 41.5) = 1). 

Зададимся следующим вопросом: 

На сколько увеличится прибыль, если увеличить ограничение по неко-

торому ресурсу на единицу? 

То есть, требуется определить ценность ресурсов для нашей задачи. 

Пусть искомые оценки будут y1, y2, y3. При изменении 2-го ресурса (кото-

рый остался в избытке) значение F не изменится. Для ограничений (I) и 

(III) изменения будут следующие: 

Увеличим на единицу количество ресурса I: 

               3 х1 + 2 х2 = 12+1,   (I) 

               3 х1 + 6 х2 = 18.      (III) 

Получаем следующее решение  

х2 = (18–13)/4 =1.25,    

х1 =(13–21.25)/3 = 3.5. 

Вычислим новое значение функции F1: 

             F1 = 4  3.5 + 5 1.25 = 20.25, 

откуда y1 = F1 – F = 20.25 – 19.5 = 0.75.  

Аналогичным образом находим оценку третьего ресурса: 

               3 х1 + 2 х2 = 12,    

               3 х1 + 6 х2 = 18 + 1. 

откуда х2 = (19–12)/4 =1.75,   х1 =(12–21.75)/3 = 2.83. 

Новое значение функции F3: 

             F3 = 4  2.83 + 5 1.75 = 20.07, 

откуда y3 = F3  – F = 20.0833 – 19.5 = 0.5833.  

Мы нашли оценки всех ресурсов, которые называются объективно обу-

словленные оценки: существенные ограничения имеют оценки y1=0.75, 

y3=0.5833, у несущественного ограничения y2= 0. 
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Практическая работа по теме 1 

Рассмотрены основные производственно-экономические задачи – оп-

ределение оптимального плана производства продукции, составление оп-

тимальной смеси, целочисленные задачи, в том числе задачи с булевыми 

переменными. Решение задач осуществляется в редакторе Microsoft Excel. 

Порядок выполнения действий рассмотрим на примере. 

Пример 1.3. Дана следующая задача: 

–1,8 х1+2 х2+х3–4х4=756, 

–6х1+2х2+4 х3–х4 ≥450,                                                  (1.5) 

4х1–1,5х2+10,4х3+13х4≤89, 

хj≥0, j=1,…,4. 

F(Х)=130,5х1+20х2+56х3+87,8 х4→ max;                     (1.6) 

Ввод исходных данных 

Создается экранная форма в Microsoft Excel, в которую вводятся усло-

вия задачи. 

Ячейки B3, C3, D3 и E3 предназначены для значений переменных x1, x2, 

x3, x4. 

В ячейке F6 будем отображать значение целевой функции, для чего 

введем в нее формулу (1.6). В Microsoft Excel это можно записать следую-

щим образом: 

 =СУММПРОИЗВ(B$3:E$3;B6:E6).                                              (1.7) 

Символ $ поставлен перед номером 3 для возможности ее копировании 

без изменения номера строки 3 в ячейки F10, F11 и F12, тем самым в этих 

ячейках появляются формулы, соответствующие левым частям ограниче-

ний (1.5) примера.  

 

 
Рис. 1.3. Экранная форма примера (1.5)–(1,6) (курсор находится  

в ячейке F6) 
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Дальнейшие шаги производятся с помощью программы «Поиск реше-

ния» (Solver Add-in), которую первоначально необходимо сгенерировать.  

В версии 2007 необходимо нажать кнопку Microsoft Office  (в версии 

2010, 2013 кнопку Файл), а затем нажать Параметры Excel. Далее нажи-

маем Надстройки, затем в окне Управление выбираем Надстройки 

Excel. Нажимаем кнопку Перейти. В Доступных надстройках установли-

ваем флажок Поиск решения, далее нажимаем кнопку ОК.  

При появлении предложения установить Поиск решения, нажимаем 

кнопку Да. 

После этого пакет Поиск решения доступен на вкладке Данные.  

Далее необходимо: 

– вызвав Поиск решения (рис. 1.4) в поле «Установить целевую» (Set 

Target Cell) ввести ее адрес ячейки $F$6;  

– ввести направление оптимизации ЦФ, нажав кнопку «Равной макси-

мальному значению» (Equal to Мax Value of:); 

– в поле «Изменяя ячейки» (By Changing Cell) вставить адреса ячеек 

$B$3:$E$3; 

Результат полученного окна «Поиск решения» представлен на рис.1.4.  

 

 
Рис. 1.4. Окно «Поиск решения» примера (1.5)–(1,6) 

 

– нажать кнопку «Добавить» (Add) и в окне «Добавление ограниче-

ния» (Add Constraints) в поле «Ссылка на ячейку» (Cell Reference) ввести 

адреса ячеек $B$3:$E$3 (рис. 1.5). В поле знака выбрать знак ≥. В поле 

«Ограничение» (Subject to the Constraints) ввести ячейки, содержащие 

нижние значения переменных, $B$4:$E$4;   
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Рис. 1.5. Ввод условия неотрицательности переменных примера 1.3 

 

– аналогично вводятся ограничения системы (1.5) последовательным 

нажатием кнопки «Добавить». В окне «Ссылка на ячейку» вводится сна-

чала адрес ячейки первого ограничения $F$10. Затем в поле знака выбира-

ем необходимый знак =. В поле «Ограничение» введём адрес ячейки пра-

вой части первого ограничения $H$10. И дальше аналогично вводим 

$F$11>=$H$11, $F$12<=$H$12 и нажимаем кнопку OK. 

Решение задачи 

В окне «Поиск решения» нажимаем кнопку «Выполнить» (Solve), по-

сле чего на экране появится одно из трех возможных окон «Результаты 

поиска решения» (рис. 1.6–1.8). 

 
Рис. 1.6. Успешное решение задачи (Solver Found a Solution) 

 

 

 
Рис. 1.7. Система ограничений несовместна 
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Рис. 1.8. Целевая функция неограниченна 

 

Сообщения на рис. 1.7 и 1.8 свидетельствуют о допущенных ошибках 

при описании задачи и вводе исходных данных.  

При сообщении на рис. 1.6 отмечаем «Сохранить найденное реше-

ние» (Keep Solver Solution) и нажимаем «OK». Получаем оптимальное ре-

шение (рис. 1.9). 

 
Рис. 1.9. Решение задачи 

 

Целочисленное программирование 

Если по условиям задачи необходимо, чтобы переменные принимали 

целочисленные значения, надо в окне «Добавление ограничений» ввести 

адреса ячеек переменных $B$3:$E$3, в поле ввода знака установить «це-

лое» и нажать кнопку «OK».  

 

 
Рис. 1.10. Ввод целочисленности переменных 

 

Полученное решение представлено на рис.1.11. 
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Рис. 1.11. Решение примера с условием целочисленности  

переменных 
 

Задачи с булевыми переменными 

Иногда по условиям задачи требуется, чтобы переменные принимали 

значения только 0 или 1. Они называются булевыми (в честь Дж. Буля). В 

этом случае кроме требования целочисленности необходимо добавить гра-

ничное ограничение (рис. 1.12). 

 
Рис. 1.12. Добавление условия булевых переменных 

 

Задания для самостоятельной работы 

Задание 1.1. На животноводческой ферме используется комбикорма А, 

Б и В. В сутки каждому животному необходимо потреблять не менее 

0.7 кг. белков, 0.8кг. жиров и 1.2 кг. углеводов. Каждый вид комбикорма в 

1 кг. содержит белки, жиры и углеводы в количестве, приведенном в таб-

лице 1.3. 

Таблица 1.3 
 

Содержание в 1 кг. 

Комбикорм 

А Б В 

Белки    180 120+10а 110 

Жиры    110+10а 220 330 

Углеводы   350 400 140+10а 

Стоимость 1 кг    33 25 21 

Необходимо определить количество каждого вида комбикормов в кг, 

необходимых каждому животному, при этом обеспечить минимальную 

стоимость полученной смеси. Параметр a соответствует номеру вари-

анта. 
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Задание 1.2. Молочный завод производит кефир, молоко и сметану. На 

производство 1 т кефира, молока и сметаны расходуется соответственно 

1+000.1а, 1+000.1а и 9,4+000.1а т молока. Затраты машинного времени 

при производстве 1 т кефира и молока составляют соответственно 0,19 и 

0,18 часов. Специальные автоматы производят расфасовку 1 т сметаны за 

3,5 часа. Для производства продукции всего в сутки завод использует 136 т 

молока. Оборудование по разливу кефира и молока может быть использо-

вано 21,4 часа, а специальные автоматы по фасовке сметаны 16,5 часа. 

Прибыль от продажи 1 т кефира, молока и сметаны равна соответственно 

10, 12+а и 36 тыс. руб. Завод должен ежедневно производить не менее (100 

– а) т молока. По остальной продукции нет ограничений. 

Необходимо найти ежедневный объем производства продукции, обес-

печивающий максимальную прибыль. Параметр a соответствует номеру 

варианта. 

 

Задание 1.3. В швейном производстве ткань раскраивается тремя спо-

собами. При 1-м способе раскроя рулона ткани изготовляется 8 деталей 1-

го вида, 7 деталей 2-го вида, 14 деталей 3-го вида, величина отходов дан-

ного способа раскроя равна 4 м
2
. При 2-м способе раскроя изготовляется 5 

деталей 1-го вида, 10 деталей 2-го вида, 8 деталей 3-го вида, величина от-

ходов данного способа раскроя равна 6 м
2
. При 3-м способе раскроя изго-

товляется 8 деталей 1-го вида, 9 деталей 2-го вида, 7 деталей 3-го вида, ве-

личина отходов данного способа равна 3+а м
2
. Всего необходимо изгото-

вить (180+а) деталей 1-го вида, (120+а) деталей 2-го вида и (170+а) дета-

лей 3-го вида.  

Требуется составить план раскроя ткани таким образом, чтобы по-

лучить нужное количество деталей при минимуме отходов. 

 



21 

ТЕМА 2. ЗАДАЧИ ТРАНСПОРТНОГО ТИПА 

 

2.1. Математическая модель транспортной задачи 

Суть транспортной задачи – составить экономически эффективный 

план перевозок продуктов из пунктов их производства (хранения) в пунк-

ты спроса (потребления). 

Математическая модель задачи формулируется следующим образом: 

Из m пунктов наличия некоторого продукта в объемах Аi (i=1,…, m) 

необходимо его перевезти в n пунктов спроса с объемами Вj (j=1,…, n). 

Транспортные издержки по перевозке из пункта i в пункт j единицы про-

дукта составляют сij. 

Необходимо составить такой план перевозок, чтобы удовлетворить весь 

спрос с наименьшими транспортными издержками. 

Будем искать план перевозок в виде набора чисел хij, где хij соответст-

вует объему продукта, которое должно быть поставлено от i-го поставщика 

j-му потребителю. В качестве транспортных издержек (сij) могут быть та-

рифы, время, расстояния, расход топлива, зарплата и т.п. Конкретный 

смысл этих коэффициентов оговаривается в каждом конкретном случае. 

Система ограничений математической модели принимает вид:    

                   


n

j

ijx
1

 ≤ Аi (i=1, 2,…, m),                                                     (2.1) 

                              


m

i

ijx
1

≥ Вj   (j=1, 2,…n).                                                         (2.2) 

Общие транспортные издержки, которые необходимо минимизировать, 

выражаются в следующем виде:  

                   F =
 

n

j

m

i

ijij xc
1 1

   min                                                          (2.3) 

Как видим из соотношений (2.1)–(2.3) математическая модель транс-

портной задачи представляет собой частный случай задачи линейного про-

граммирования (тема 1).  

Приведенная выше модель может быть использована при решении дру-

гих экономико-производственных задач, в частности, задачи назначения. 

Суть ее в необходимости назначения m работников на n разных рабочих 

мест. Коэффициенты cij соответствуют затратам i-го работника при выпол-

нении j-й работы. При описании модели xij определяется как булевая пере-

менная:  

xij= 





случае. противном в 0,

работы; й-j выполнениена  назначенбудет работник  й-i  если ,1
 

Все ограничения в правой части равны 1. 
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Аi =1 (i=1, 2,…, m), Вj =1 (j=1, 2,…, n). 

Следует отметить, что, в отличие от решения транспортной задачи, по-

пытка применения на практике оптимального назначения повлекла неожи-

данные социальные последствия. Из бригад, где использовались данные 

методы оптимального назначения, рабочие начинали бежать, т. к. опти-

мальное решение не менялось, ежедневный перечень работ оставался не-

изменным. Происходило жесткое закрепление конкретных видов работ за 

определенными рабочими. Это приводило к большой разнице в заработках 

и препятствовало повышению квалификации. Поэтому опытные бригади-

ры, учитывая возможности и желания некоторых членов бригады, подби-

рали для них соответствующие работы, остальных же рабочих распределя-

ли в соответствии с решением задачи о назначениях. Конечно, полученное 

таким образом решение не оптимально, но порядок в бригаде был обеспе-

чен. Оптимальное решение применялось в исключительных случаях, когда 

необходимо было продемонстрировать наибольшую производительность 

труда. 

На практике существуют и другие задачи, которые могут быть сведены 

к задаче о назначениях (распределение должностей при реорганизации, 

самолётов по авиалиниям и т. п.). 

Задачу назначений предлагалось использовать при составлении супру-

жеских пар, при этом коэффициенты cij трактовались как «мера счастья» 

брачного союза. При кажущейся абсурдности подобного использования 

некоторые секты практикуют массовые бракосочетания. Например, «Цер-

ковь унификации» корейца Сон Мьюонг Муна.  

Рассмотрим некоторые практические моменты, усложняющие транс-

портную задачу: 

1. Обязательные поставки 

Иногда на практике некоторому поставщику необходимо привезти оп-

ределенный объем товара конкретному потребителю. Для этого мощность 

и потребность корректируется на объем обязательной поставки и затем 

решается задача в обычном режиме. 

2. Ограничения пропускной способности 

Выше мы исходили из того, что любой поставщик может перевезти лю-

бому потребителю произвольное количество продукта (ограниченное 

мощностью). На практике иногда пропускная способность некоторых ком-

муникаций ограничена. 

Для учета пропускной способности необходимо проделать следующее: 

Пусть поставка от поставщика i потребителю j ограничена числом, 

строго меньшим Вj. Тогда данный потребитель j представляется в виде 

двух потребителей: спрос одного принимаем равным ограничению, а спрос 

другого – остатку. Транспортные затраты ставим равными для этих потре-

бителей кроме сij, где спрос равен остатку. Данному сij ставим в соответст-

вие очень большое значение, блокирующее поставку по этому маршруту. 
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Если суммарное наличие продукта превышает суммарный спрос (про-

фицит) или суммарный спрос превышает суммарное наличие (дефицит), то 

в оптимальном решении у некоторых поставщиков останется излишек 

продукта или у некоторых потребителей будет не полностью удовлетворен 

спрос.  

 

Практическая работа по теме 2 

Рассматриваются транспортная задача и задача о назначениях, ко-

торые решаются в Excel подобно задачам, рассмотренным в теме 1.  

Пример 2.1. На трех складах имеются продукты в объемах 60 т, 50 т, 

80 т, их требуется доставить в три пункта в количествах 50 т, 85 т, 65 т. 

Транспортные издержки заданы в виде матрицы С. Необходимо разрабо-

тать план перевозок с минимальной общей стоимостью.  

           3    1    4       

С =     5    4    2       

           2    6    7     

 

Ввод исходной информации 

Вводим данные в таблицу Еxcel (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. Исходные данные примера 2.1 

 

Синим цветом выделены ячейки В3:D5 для переменных хij, ячейки 

F3:F5 содержат ограничения по наличию продуктов на складе, в ячейках 

В7:D7 содержатся ограничения по потребностям, ячейки В10:D12 содер-

жат коэффициенты транспортных затрат cij. Формула для вычисления це-

левой функции =СУММПРОИЗВ(B3:D5;B10:D12) в ячейке E11 (в ней на-

ходится курсор). Формулы ограничений по поставщикам =СУММ(B3:D3), 
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=СУММ(B4:D4), =СУММ(B5:D5) содержатся в ячейках E3, E4, E5; Фор-

мулы ограничений по потребителям =СУММ(B3:B5), =СУММ(C3:C5), 

=СУММ(D3:D5) содержатся в ячейках B6, C6, D6. 

Далее действия производим с помощью пакета «Поиск решения» 

(рис. 2.2). 

 
Рис. 2.2. Окно «Поиск решения» примера 2.2 

 

Результат решения задачи представлен на рис. 2.3.  

 
Рис. 2.3. Решение примера 2.1 

 

В данном примере суммарное количество наличия продуктов меньше 

общей потребности (ситуация дефицита), поэтому в результате решения 

второй пункт потребления оказался частично неудовлетворенным (75 вме-

сто 85). 

 

Задания для самостоятельной работы 

Задание 2.1. Предприятие «Стройгранит» имеет три карьера по произ-

водству строительной щебенки. Ее запасы равны соответственно 800, 700 и 

500 тыс. тонн. Четыре организации, осуществляющие строительные рабо-

ты, дали заявки на поставку 300, 500, 600 и 700 тыс. тонн щебенки соот-
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ветственно. Транспортные расходы на перевозку 1 тыс. тонн щебенки от 

карьеров до строительных объектов приведены в таблице 2.1. 

 

Таблица 2.1 

Карьер Объекты 

1 2 3 4 

1 7 3 2 9 

2 4 а 6 5 

3 30 – а 4 10 7 

 

Необходимо составить план перевозки щебенки с карьеров на строи-

тельные объекты с минимальными суммарными транспортными затра-

тами. 

Значение параметра а соответствует номеру варианта. 

 

Задание 2.2. Задача о назначениях. В цехе металлообработки детали 

могут обрабатываться на четырех станках S1, S2, S3 и S4. На этих станках 

могут работать четверо исполнителей R1, R2, R3, R4, у которых процент 

брака на станках различный (таблица 2.2): 

 

Таблица 2.2 

Исполнители Станки 

S1 S2 S3 S4 

R1 2,4 1,8+а/20 2,3 2,6 

R2 1,8+а/20 2,3 2,1 1,7+а/20 

R3 2,6 2,1 2,4 3,1 

R4 2,1 2,5 2,5–а/20 2,7 

 

Необходимо распределить рабочих по четырем станкам, минимизируя 

суммарный процент брака. Используйте 1.3. 

Значение параметра а равно номеру варианта. 
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ТЕМА 3. ДВОЙСТВЕННАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО  

ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
 

В теме 1 была рассмотрена общая задача линейного программирования. 

В данной теме рассмотрим другую задачу с исходными данными того же 

предприятия. 

Теперь надо найти такие цены  

yi  0, (i=1,…, m)                                                       (3.1) 

всех ресурсов, сумма средств на приобретение которых минимальна: 

            Z= b1y1 + b2y2 +…+ bmym  min.                                                 (3.2) 

 

Кроме того, предприятие может продать ресурсы с выгодой, если доход 

от их продажи по данным ценам будет больше прибыли, получаемой при 

изготовлении продукции из этих ресурсов. Зная нормативы расходования 

всех ресурсов на производство единиц выпускаемой продукции {aij}, со-

ставляем следующие неравенства: 

                           a11y1 + a21y2 +…+ am1ym    с1, 

                           a12y1 + a22y2 +…+ am2ym    с2, 

                        ……………………………….                                         (3.3) 

                          a1ny1 + a2ny2 +…+ amnym    сn. 

        

Экономико-математическая модель данной задачи называется двойст-

венной по отношению к общей исходной модели (1.3)–(1.4). 

Искомые цены y1,  y2,…,  ym  в литературе имеют разные названия: не-

явные, учетные, внутренние, теневые. Л.В. Канторович назвал их объек-

тивно обусловленными оценками ресурсов. Построим двойственную мо-

дель для примера 1.1: 

             (I)       3х1  + 2х2     12         

             (II)       х1  + 4х2     10          

             (III)      3х1  + 6х2     18                 

                          х1   0,  х2  0, 

                    F=4х1 + 5х2  max. 

 

                            Z = 12y1 + 10y2 +18y3  min.                                      (3.4) 

                              3y1 +  y2 +  3y3  4, 

                              2y1 + 4y2 + 6y3   5,                                                      (3.5) 

                               y1  0, y2  0, y3  0. 

       

Можно доказать основную теорему двойственности: если существуют 

решения прямой и двойственной задач, то maxF = minZ, 
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В рассмотренных выше примерах maxF = minZ = 19.5, объективно обу-

словленные оценки ресурсов прямой задачи y1=0.75, y2=0, y3=0,5833 явля-

ются решением двойственной задачи (3.4)–(3.5). 

Действительно, Z =120.75 + 100 + 180,5833 = 19.5. 

Смысл объективно обусловленных оценок ресурсов хорошо виден из 

анализа выражения (3.4), при увеличении какого-либо ресурса bi на едини-

цу, целевая функция Z (следовательно и F) увеличится также на yi.  

Построим теперь двойственную задачу для примера 1.2. По условию 

суточный рацион животноводческой фермы должен обеспечить калорий-

ность 40 кормовых единиц, содержать 200 кг. кальция и 4000 кг. белка. 

Обозначим y1, y2, y3 – искомые оценки (за единицу) ценности этих показа-

телей. Общая оценка тогда рациона питания, которую необходимо макси-

мизировать, будет: 

                      Z = 40y1 + 200y2 +4000y3.     

 

Так как 1 т. концентратов содержит 1 кормовую единицу, 20 кг кальция 

и 50 кг белка, то оценка питательного содержания 1 т. концентратов y1 + 

20y2 + 50y3 , должна быть не более ее рыночной цены 5. Аналогично оцен-

ка питательных веществ сена – 2y1 + 4y2 + 200y3, должна быть не более 8. 

Получаем следующую формулировку двойственной  задачи: 

        Найти оценки y1, y2, y3 питательных веществ, чтобы      

                 Z = 40y1 + 200y2 +4000y3  mах,                                            (3.6) 

при условии     

                                      y1 + 20 y2 + 50 y3   5, 

                                            y1 + 4 y2 + 200 y3  8,                                           (3.7) 

                                      y1 0, y2 0, y3 0. 

 

Цель прямой задачи состоит в закупке более дешевых продуктов, удов-

летворяющих при этом требованиям по питательной ценности, целью 

двойственной задачи является получение наиболее высокопитательного 

рациона при заданных ценах на продукты. 

В (1.3)–(1.4) была приведена краткая форма записи общей задачи ли-

нейного программирования. 

Так же кратко можно записать двойственную задачу: 

                                    Z =


m

i

ii yb
1

  min, 

при ограничениях: 

                                     


m

i

iij ya
1

cj (j=1,2,…, n),  

                                     yi   0 (i=1,2,…, m). 



28 

Пример 3.1. Дана прямая задача:   

Найти максимум линейной функции 

F = 2х1 + 3х2    max, 

при ограничениях          x1 +   3x2   18, 

   2x1 +  x2   16,   

   x2   5,    

   3x1   21, 

   x1  0,   x2  0. 

Двойственная будет иметь вид: 

    Z = 18y1 + 16y2 + 5y3 + 21y4  min, 

при ограничениях      y1 + 2y2 + 3y4   2, 

                  3y1 + y2 +    y3    3, 

         yi  0,   i = 1, 4. 

 

Практическая работа по теме 3 

Рассматриваются методы анализа экономических задач с использова-

нием теории двойственности. Решаются задачи нелинейного программи-

рования. 

Пример 3.1. Предприятие выпускает продукцию двух видов Р1 и Р2, 

используя при этом три вида ресурсов: Оборудование, Труд и Сырье. 

Условия задачи приведены в табл. 3.1. 

Таблица 3.1 
Ресурсы Нормативы затрат ресурсов Ограничение ресурсов 

продукция Р1 продукция Р2 

Оборудование  3 5 2500 

Труд  5 2 1600 

Сырье 1 2 900 

Единичная при-

быль С 

50 70  

 

Необходимо составить, решить и провести анализ прямой и двойствен-

ной задачи. 

Пусть x1 – объем продукции Р1, x2 – объем продукции Р2. Математиче-

ская модель прямой задачи линейного программирования имеет вид: 

3 x1 + 5 x2 ≤ 2500; 

5 x1 + 2x2 ≤1600; 

x1 + 2x2 ≤900; 

F=50 x1 + 70 x2 → max. 

x1 ≥0, x2 ≥0, 

Оптимальное решение задачи (самостоятельно решите ее на компьюте-

ре) x1=174, x2=363, F=34110.  
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Составим двойственную задачу. Обозначим y1, y2, y3 – двойственные 

оценки ресурсов Оборудование, Труд, Сырье соответственно. Математиче-

ская модель двойственной задачи будет иметь вид: 

3y1 + 5y2 + y3≥50; 

5y1 +2y2 +2y3 ≥70; 

Z = 2500y1 + 1600y2+ 900y3→ min; 

y1≥0, y2≥0, y3≥0.  

Получаем результаты: 

y1 =0, y2 =4, y3=31. 

Целевая функция Z=34300. 

В данном случае значения целевых функций прямой и двойственной 

задач не совпадают из-за целочисленности. В непрерывном варианте целе-

вые функции равны 34125 (проверьте самостоятельно на компьютере). 

Труд и Сырье полностью используются в оптимальном решении, т. к. y2 и 

y3 ≥ 0. Недефицитным ресурсом оказалось Оборудование, т. к. y1 =0, кото-

рое остается в избытке. 

3174 + 5363 =2337, 2500 – 2337=163. 

Используя двойственные оценки можно определить целесообразность 

включения в план производства новой продукции. Для этого вычисляем 

сумму произведений двойственных оценки на их нормативы ai затрат i-х 

ресурсов. Эта сумма Q=  является общими затратами на производство 

продукции. Если единичная прибыль С < Q, то эту продукцию произво-

дить не выгодно. Рассмотрим пример планирования предприятием выпус-

ка двух изделий P3 и P4 (табл. 3.2). Исходные данные для этих изделий 

следующие: 

Таблица 3.2 
 

Ресурс 

Оценки 

ресурсов 

Нормативы затрат ресурсов 

изделие P3 изделие P4 

Оборудование 0 3 1 

Труд 4 6 4 

Сырье 31 2 1 

Единичная прибыль С  70 60 

 

Для изделия P3: 

Q = 0×3+4×6 +31×2 =86, C =70, С < Q, 

значит, продукцию P3 выпускать не выгодно.  

Для изделия P4: 

Q = 0×1+4×4 +31×1 =47, C =60, Q < C, 

значит, продукцию P4 выпускать выгодно. 

 

Задание 3.1. Предприятие производит продукцию Р1, Р2 и Р3. Для вы-

пуска затрачиваются ресурсы: Энергия, Труд и Сырье. 

В табл. 3.3  приведены остальные характеристики.  
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Таблица 3.3 
 

Ресурс 

Нормативы затрат на еди-

ницу продукции 

 

Ограничение ресурсов 

Р1 Р2 Р3 

Энергия 1 3 4 130 

Труд a/16 3 5 220 

Сырье 2 2 3 120+2а 

Цена ед. продукции  40+а 60 80  

 

Параметр а равен номеру варианта. 

Составить, решить и провести анализ решения прямой и двойствен-

ной задачи. Определить целесообразность включения в план четвертого 

вида продукции, цена единицы которого составляет 70, расход ресурсов 

составляет 2 ед. каждого вида. 

С помощью пакета «Поиск решения» можно решать задачи, содержа-

щие нелинейные выражения, как для целевой функции, так и для ограни-

чений.  

Пример 3.2. Найти максимальное значение функции 

Z = 2  – 3  + 4  , 

при ограничениях 

2x1 + 4x2 + x3 ≤ 10; 

x1,2,3 – положительные, целые. 

Вводим в ячейки А1-С1 единицы. В А2 без кавычек вводим функцию 

«=2*A1*A1–3*B1+3*C1*С1*С1», в А3 вводим формулу ограничения 

«=2*A1+4*B1+C1». Заполняем окно Поиск решения (рис. 3.1). 

 

 
Рис. 3.1. «Поиск решения» для примера 3.2 

 

Получено оптимальное решение (рис. 3.2) x1=0; x2=0; x3=10. Целевая 

функция Z*=3000.  
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Рис. 3.2. Решение примера 3.2 

 

Задание 3.2. Найти экстремумы функции F, при ограничениях:  

 

         1)                                        2)                                          3) 

F= 3x1×x2 → max;                 F=  +  → max;          F= аx1 +2x2 → min; 

 + =2a,                          x1 +аx2 = 4,  x1 ,x2 ≥0,       2/x1 +3/x2=1. 

Параметр а равен номеру варианта. 
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ТЕМА 4. ЗАДАЧИ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

 

4.1. Понятие многокритериальности 

Управление в области организационного управления обладает специ-

фическими особенностями, связанными с большими рисками, неопреде-

ленностью и неполнотой информации. В этой области невозможно провес-

ти эксперименты для получения оптимального решения, так как экономи-

ческую и социальную среду не вернуть в исходное состояние в силу необ-

ратимости этих процессов. Поэтому необходимо использовать математи-

ческое моделирование, которое заключается в исследовании не самого 

объекта, а некоторой математической задачи, находящейся в объективном 

соответствии с анализируемым объектом, с целью получения о нем необ-

ходимой информации. В данной теме рассматриваются задачи, затраги-

вающие различные аспекты деятельности систем управления, причем при 

выборе решения возникает необходимость оценивать варианты, используя 

несколько критериев. Задачи такого рода называются многокритериаль-

ными. Они возникают при стратегическом планировании, прогнозирова-

нии и развитии системы. Рассмотрим, например, программу развития не-

которого региона. Что конкретно понимается под эффективным развитием 

в этом случае? В силу какого критерия следует выбирать решение? Прежде 

всего, хотелось бы максимизировать количество рабочих мест, среднюю 

заработную плату, валовой объем производства предприятий региона. Же-

лательно также улучшить экологическую обстановку, повысить качество 

бытового обслуживания населения, повысить уровень самоуправления и 

политическую активность и т. д. 

Что касается бюджетных расходов, то их хотелось бы минимизировать, 

а благосостояние населения региона максимизировать. При решении этой 

проблемы могут возникать дополнительные критерии.  

Такая множественность критериев эффективности (обозначим их F1, 

F2,…,Fn), принимающих числовые значения, которые желательно максими-

зировать или минимизировать, называется многокритериальностью.  

Можно ли найти решение, которое удовлетворяло бы одновременно 

всем критериям? Задача в общем случае не решается. Критерии, в основ-

ном, противоречивые, нахождение экстремума одного не влечет одновре-

менное обращение в экстремум других. Поэтому, часто декларируемый ло-

зунг «достигнуть максимального эффекта при минимальных затратах» яв-

ляется ложной фразой, она не может представлять научный интерес. 

Как же поступать при необходимости оценить эффективность и выра-

ботать решение при нескольких критериях? Соответствующие методы и 

рассмотрим в данной теме. 
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4.2. Методы агрегирования критериев 

Существует много способов привести многокритериальную задачу к 

однокритериальной, при этом составляется обобщенная (интегральная) 

функция от заданных критериев, которая и рассматривается в качестве 

критерия принятия решения. Часто такой критерий записывается как 

дробь, в числителе которой находятся величины, которые необходимо уве-

личить, а в знаменателе – те, которые требуют уменьшения. Например, 

средняя заработная плата, качество бытового обслуживания населения – в 

числитель, а бюджетные расходы – в знаменатель. 

Метод такого агрегирования критериев не позволяет получить опти-

мальное решение, при его применении предполагается, что ухудшение по 

одному критерию компенсируется за счет улучшения другого; в общем 

случае это не верно. В качестве примера рассмотрим критерий, который 

Л.Н. Толстой предложил для оценки человека. Этот критерий представля-

ется в виде дроби, в числителе которой стоят объективные оценки досто-

инств человека, а в знаменателе – субъективная оценка (оценки ставятся, 

например, по 5-балльной системе).  

Критерий оценки достоинств человека = 
объективные достоинства человека

его мнение о себе
. (4.1) 

На первый взгляд такой подход представляется логичным. Но если че-

ловек имеет небольшую объективную оценку своих достоинств, при этом 

себя он оценивает еще ниже, то критерий Л.И. Толстого даст очень боль-

шую ценность!  

Мы видим, что использование критерия в виде дроби (4.1) может при-

водить к парадоксальным заключениям. 

Многие пользователи применяют другой способ агрегирования крите-

риев эффективности, формируя «взвешенную сумму», в которой каждый 

критерий Fi входит с «весом» qi, соответствующим степени его важности: 

                 F = q1F1 + q2F2 +…+ qnFn,                                                        (4.2) 

где вес qi>0 при максимизации Fi, и вес qi<0 при минимизации Fi. 

При произвольном назначении весов q1, q2,…, qn этот способ также не 

может дать объективно оптимальное решение. Человек, принимая решение 

в соответствие с данным критерием, должен предварительно приписать 

«весовые коэффициенты» разным показателям, а они зависят от личных 

пристрастий человека и могут меняться по ситуации. 

Поясним это на примере. Спеша утром на работу, человек рассматрива-

ет следующие варианты: автобусом поехать дешево, но по времени долго; 

на такси ехать быстрей, но стоимость существенно выше. 

Получается типичная двухкритериальная задача принятия решений. 

При этом первый критерий – стоимость поездки Р, необходимо минимизи-

ровать и второй критерий – время в поездке до работы Т, необходимо так-

же минимизировать. Но данные критерии несовместимы, при уменьшении 

одного увеличивается другой, а необходимо принять приемлемое по обоим 
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критериям компромиссное решение. При принятии решения человек под-

сознательно пользуется обобщенным показателем, взвешивая частные кри-

терии: 

                   F = q1Р + q2Т    min.                                                           (4.3) 

Но коэффициенты q1, q2 зависят от ситуации и от величин Р, Т. Если, 

например, человек в один день желал сэкономить, увеличил весовой коэф-

фициент q1 при Р, и, при этом, опоздал на работу, получил выговор, то на 

другой день он увеличит весовой коэффициент q2 при Т. При произволь-

ном назначении весов q1, q2 нет никакой гарантии получить «оптимальное» 

решение. 

Часто применяют более сложное выражение: 

          F =
               

   Ф      Ф    
 ,                                                        (4.4) 

но и эта формула обладает недостатками, присущими предыдущим мето-

дам. 

Мы встречаемся в этом случае с типичным приемом – происходит пе-

ренос произвола из одного метода в другой. Просто выбрать компромисс-

ное решение, анализируя и сопоставляя все «за» и «против» каждой аль-

тернативы, представляется недостаточно научным, слишком произволь-

ным. А вот использование формулы, включающей коэффициенты q1, q2,…, 

s1, s2,…, – это уже считается «наукой»! На самом деле тут нет никакой 

науки, и не надо себя обманывать. Невозможно избавиться полностью от 

субъективности в многокритериальных задачах.  

Редко встречаются ситуации, когда анализ критериев позволяет одно-

значно выбрать вариант, лучший других по всем показателям. Но обычно в 

управленческих задачах выбор варианта решения не очевиден: при улуч-

шении одного показателя другой ухудшается.  

Таким образом, получить оптимальное решение многокритериальной 

задачи в общем случае невозможно, математический аппарат только помо-

гает отбросить заведомо худшие варианты решений, по всем показателям 

уступающие другим, и выбрать из оставшихся компромиссный вариант.  

 

4.3. Оптимальность по Парето 

Пусть имеется задача принятия решений с n критериями F1, F2,…, Fn и 

пусть эти критерии требуется максимизировать. Проведём попарное срав-

нение вариантов возможных альтернатив. Если для какой-либо пары ре-

шений y1 и у2 значения показателей F1, F2,…, Fn для у1 ≥ значениям соот-

ветствующих показателей для у2, и хотя бы одно значение показателя стро-

го больше, то решение у1 лучше решения у2, в этом случае говорят, что у1 

«доминирует» над у2. Тогда решение у2 можно отбросить и оставить у1. Та-

ким образом, после такого попарного сравнения и отбора для дальнейшего 

анализа останутся только «оптимальные по Парето» решения, над кото-
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рыми нет доминирующих решений (итальянский социолог и экономист 

В. Парето, 1848–1923). 

Рассмотрим пример нахождения паретовских решений. Имеется задача 

с критериями F1 и F2, которые требуется максимизировать. Возможные 

решения обозначим через х1, х2,…, хk. Вычислим значения F1, F2 для каж-

дого решения и нанесем на координатную плоскость точки с этими коор-

динатами. Пронумеруем точки в соответствии с номером решения 

(рис. 4.1). 

 F2                   .3  

            .1          .4          .5                         

           .2   .6  .7         .8  

                .10                              .9                  

          .17  .16  .15  .14     .12                                                                       

             .18       .19                          .11          

                                      .20                    F1  

 

Рис. 4.1. Оптимальность по Парето 

          

Сравнивая попарно решения на рис. 4.1, видим, что х3 доминирует над 

х1; х5 доминирует над х4, х8; х9 доминирует над х12, х20 и т. д. Решения х3, х5, 

х9, х11 не имеют доминирующих над собой решений, следовательно, они 

являются оптимальными по Парето. Такой отбор существенно сократил 

количество вариантов решений, и из них ЛПР должен выбрать предпочти-

тельный для себя вариант.      

При трех и более критериях геометрическая интерпретация невозмож-

на, но процедура отбора паретовских решений аналогична – методом по-

парных сравнений. 

Рассмотрим пример формирования бюджета Финляндии. Для выбора 

решения использовались следующие критерии: 

F1 – увеличение валового национального продукта (ВНП), %; 

F2 – уменьшение безработицы, %; 

F3 – уменьшение инфляции, %; 

F4 – уменьшение дефицита торговли (млрд. марок). 

Значения критериев по различным вариантам формирования бюджета 

представлены в табл. 4.1. 

                                        Таблица 4.1 

Варианты решений и значения критериев 
Варианты решений F1 F2 F3 F4 

1 – 2,76 3,27 8,14 2,23 

2 0,54 2,83 9,06 5,26 

3 1,85 2,65 8,84 6,55 

Лучшие значения критериев 7,14 1,87 8,14 1,23 
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Оптимальные значения критериев при нахождении решения, учитывая 

только один критерий, приведены в последней строке табл. 4.1. Одновре-

менно эти значения не достигаются по всем критериям. Приведенные в 

табл. 4.1 варианты являются Парето-оптимальными решениями в задаче с 

четырьмя критериями, ни одно из них не доминирует над другими. Так, 

вариант 1 имеет лучший показатель F4 (дефицит торговли и инфляции), но 

худший по безработице и росту ВНП. Вариант 3 лучший по показателю 

роста ВНП и уровню безработицы, но худший по показателю дефицита 

торговли. Такие противоречия характерны для задач с несколькими крите-

риями. 

Выбор окончательного решения по-прежнему является прерогативой 

человека, который в силу своего опыта и квалификации может взять на се-

бя ответственность и принять приемлемое компромиссное решение. 

 

4.4. Диалоговый метод решения 

Процесс выбора решения может строиться в диалоговом (интерактив-

ном) режиме, при этом компьютер выдает значения критериев F1, F2,…, Fn, 

а лицо, принимающее решение (ЛПР), проанализировав информацию, ме-

няет параметры расчетов критериев и повторяет вычисления до получения 

компромиссного решения. 

При практическом применении диалогового метода многокритериаль-

ную задачу часто сводят к однокритериальной посредством выделения и 

оптимизации одного главного критерия F1, при этом все остальные крите-

рии ограничивают некоторыми приемлемыми значениями. Например, при 

стратегическом планировании развития региона можно минимизировать 

затраты, при этом обеспечить заданные темпы роста средней заработной 

платы, количества рабочих мест, уровень экологической безопасности и 

пр. При таком методе все критерии, кроме главного (затраты), переходят в 

заданные ограничения. Можно в режиме диалога вносить корректировки в 

эти ограничения. 

 

4.5. Метод последовательных уступок 

В диалоговом режиме может быть реализован метод последовательных 

уступок. Этот метод используется в случае возможного упорядочения кри-

териев F1, F2,…, Fn по их важности. На первом этапе находится решение, 

которое оптимизирует первый по важности критерий F1 = F1*. На втором 

этапе осуществляется некоторая «уступка», изменяется F1 на величину F1 

и переводится в ограничение, после чего осуществляется оптимизация по 

второму критерию F2. Далее аналогично производится «уступка» F2 по 

критерию F2, осуществляется переход к оптимизации по F3, и т. д. Этот ме-

тод позволяет в процессе решения многокритериальной задачи сразу ви-

деть, какая «уступка» по одному критерию дает выигрыш по-другому. 
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Еще раз подчеркнем, что выбор решения задачи с многими критериями 

не определяется однозначно. Лицо, принимающее решение, анализируя 

предоставленные ему соответствующие данные о преимуществах и недос-

татках возможных альтернатив, производит выбор осознано, с учетом кон-

кретной ситуации и личных предпочтений. 

 

4.6. Метод анализа иерархий 

Суть данного метода заключается в представлении многокритериаль-

ной задачи в виде многоуровневой иерархической структуры, состоящей 

из критериев и альтернатив. Метод  отличается простотой экспертизы по-

парного сравнения критериев и альтернатив по степени предпочтения. При 

этом формируются вектора приоритетов относительной значимости крите-

риев между собой и относительной значимости альтернатив по каждому 

критерию.  

На верхнем уровне иерархии располагается цель решения задачи, далее 

находятся критерии и альтернативы.  

Затем сравниваются попарно элементы каждого уровня. Оценивание 

доминирования элементов друг над другом производится по девятибалль-

ной шкале (табл. 4.2).  

   Таблица 4.2 

Шкала отношений важности элементов                         
Степень важно-

сти аij 

Предпочтения 

1 Элементы эквивалентны 

3  Элемент имеет некоторое предпочтение над другим  

5 Элемент имеет существенное предпочтение над другим 

7 Элемент имеет очень сильное предпочтение над другим   

9 Элемент имеет абсолютное предпочтение над другим 

2, 4, 6, 8 Промежуточные значения   

Обратные значе-

ния 

aji = 1/aij, 

Элементу j при сравнении с элементом i присвается об-

ратное значение     

 

Оценки осуществляются экспертами, при этом используются различ-

ные методы: метод средних арифметических, метод медиан, метод Кемени 

и пр. Сочетание методов дает более объективный результат.  

В результате данной экспертизы формируются квадратные матрицы 

парных сравнений размерности n по каждому уровню иерархии А=     , 

где n – количество сравниваемых попарно элементов.   

Собственные вектора каждой матрицы парных сравнений (W
А
) опре-

деляют вектора приоритетов. Они вычисляются следующим образом: 

– матрица нормализуется, при этом все ее элементы делятся на сумму 

элементов соответствующего столбца. После чего вычисляются средние 
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арифметические значения элементов каждой строки нормализованной 

матрицы, которые и являются компонентами вектора W
А
. 

Каждую матрицу А необходимо проверить на достоверность мнений 

экспертов, для чего находится максимальное собственное значение max по 

следующему алгоритму: 

– матрица А умножается справа на собственный вектор W
А
, после чего 

все компоненты сформированного вектора складываются. 

Найденное значение max используется для вычисления индекса согла-

сованности по формуле: 

ИС = (max – n)/(n–1).                                                        (4.5) 

Индекс согласованности определяет оценку противоречивости мнений 

экспертов при сравнениях критериев и альтернатив. Противоречия связаны 

с субъективными ошибками экспертов. Малое количество противоречий 

соответствует малому значению индекса согласованности. 

После этого определяется отношение согласованности ОС=ИС/СС, где 

СС – среднее значение индекса согласованности случайным образом обра-

зованной матрицы парных сравнений. Приближенно СС вычисляется по 

следующей формуле:  

                                           СС=
n

n )2(98.1 
.                                               (4.6) 

Должно быть ОС ≤ 0,1, в крайнем случае ≤ 0,15. Иначе следует предос-

тавленные суждения экспертов перепроверить. 

Вектора приоритетов последовательно определяются по направлению 

от нижних уровней иерархии к верхним. 

 

4.7. Метод идеальной точки 

Иногда применяется метод идеальной точки, состоящий в нахождении 

ближайшего паретовского решения к точке утопии, которая определяется 

экстремальными значениями всех критериев. На практике эта точка обыч-

но не достигается при имеющихся ограничениях. Решение х считается 

ближайшим, если сумма квадратов отклонений всех критериев Fi(х) от их 

экстремальных значений минимальна. 

 

Практическая работа по теме 4 

В работе рассматривается один из наиболее эффективных методов ре-

шения многокритериальных задач – метод последовательных уступок. 

Пример 4.1. Задана трехкритериальная задача линейного программиро-

вания: 

F1=3x1 + 2x2 + 4x3→max; 

F2=2x1 + x2 + 3x3→min; 

F3= –2x1 + 3x2 +5x3→max; 

2x1 + 4x2 +x3≥1, 
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3x1 –2x2 +2x3≤16, 

2x1 + 3x2 ≤24, 

x1, x2, x3 ≥ 0.        

Решить задачу, используя метод последовательных уступок, по крите-

рию F1 выбрав уступку d1=5, а по F2  d2=4. 

На первом этапе с помощью пакета «Поиск решения» решаем задачу 

линейного программирования, максимизируя целевую функцию F1. 

Результат на рис. 4.2. 

 
 

Рис. 4.2. «Поиск решения» после первого этапа 
 

В ячейках В1:D1 находится оптимальное решение: x1=0; x2=8 и x3=16. 

В ячейки Е3 – максимальное значение функции F1=80. 

На втором этапе минимизируем целевую функцию F2. Ее коэффициен-

ты вводим в ячейки В4:D4, формулу в ячейку Е4. При этом F1 уменьшаем 

на d1=5 и вводим ограничение F1 ≥ 75. Результат на рис. 4.3. 

 
 

Рис. 4.3. «Поиск решения» после второго этапа 
 

Переменные x1, x2 остались без изменения, x3=14.75. F2 = 52.25 (ячейка 

Е4).  



40 

На третьем этапе увеличиваем функцию F2  на d2=4, т. е. F2 = 56.25. Ус-

танавливаем ссылку на функцию F3 в ячейке Е5. Вводим ограничение, F2 ≤ 

56.25. Результат на рис. 4.4. 

 
Рис. 4.4. «Поиск решения» после третьего окончательного  

этапа 

 

Переменные x1, x2, x3 соответственно равны 0,71, 7,52 и 14,45. Целевые 

функции соответственно, равны 75; 52,3 и 93,4. Все условия соблюдены. 

Задание 4.1. Решить двухкритериальную задачу, используя метод по-

следовательных уступок: 

F1=2x1 –4x2 → max; 

F2=аx1 –3x2 → min; 

2x1 + 3x2 ≥3, 

x1 +2x2 ≤13, 

2x1–x2 ≤ –4, 

x1,x2 ≥ 0.        

Уступка по критерию F1 d1=2. 

Параметр а равен номеру варианта. 

Задание 4.2. Решить трехкритериальную задачу методом последова-

тельных уступок. 

F1= –2x1 +4x2 – 3x3 → min; 

F2= –x1 + 3x2 –2x3 → max; 

F3= 3x1 + x2 +2x3 → max; 

2x1 + 3x2 +ax3  ≥ 2, 

2x1 + аx2 +3x3 ≤ 29, 

аx1 + 4x2 ≤ 20, 

x1 ,x2 ,x3 ≥ 0.        

Параметр а равен номеру варианта. 

Уступка по первому критерию оптимизации d1=5, по второму d2=6. 
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ТЕМА 5. СОСТЯЗАТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 

 

5.1. Основные понятия 

В предыдущих темах рассматривались задачи максимизации полезно-

сти участника экономического процесса (достижение максимума прибыли 

или минимума затрат), при этом другие участники не оказывали влияния 

на его действия. 

Однако на практике часто возникают конфликты интересов (между 

продавцом и покупателем, между конкурентами и пр.). Математические 

методы решения таких проблем являются содержанием теории игр. 

Игра – это борьба за свои интересы. В ней каждый имеет цель и мо-

дель поведения. История теории игр началась с фундаментальной работы 

«Теория игр и экономическое поведение» американских ученых математи-

ка Джона фон Неймана (1904–1957) и экономиста Оскара Моргенштерна, 

которые предложили оптимальные стратегии в математическом моделиро-

вании, рассматривали задачи производства и ценообразования, приводили 

подсчеты исходов азартных и стратегических игр. Они впервые сформули-

ровали математический подход к играм в виде теории. Она получила при-

кладную направленность и стала аппаратом для описания и анализа эко-

номических явлений. 

Поначалу рассматривались антагонистические игры, в которых выиг-

рыш игрока достигается проигрышем противника. Их (игры с нулевой 

суммой выигрышей участников) мы и рассмотрим в данной теме. В даль-

нейшем теория развивалась, появились методы решения коалиционных 

игр, игр с ненулевой суммой и пр. 

Основным понятием теории игр является платежная матрица, которая 

определяет выигрыши игроков после выполнения ходов. 

Рассмотрим это понятие на примере. 

Игрок А может использовать n ходов, игрок Б имеет m возможных ва-

риантов. Игрок А выигрывает сумму aij у игрока Б, если он выбрал i-й ход, 

а Б пошел j-м ходом. Платежная матрица такой игры для игрока А имеет 

следующий вид: 

                                                      a11  a12 …a1m 

                                 A = [aij ] =   a21  a22 …a2m 

                                                        ……….. 

                                                      an1  an2 …anm  

У игрока Б выигрыш составляет –aij, таким образом, получили игру с 

нулевой суммой.  

Решением игры является стратегия, обеспечивающая максимально воз-

можный гарантированный выигрыш, не зависящий от ходов противника.  

Чистой стратегией является выбор единственного хода из возможных, 

смешанная стратегия заключается в их комбинации. Для нахождения оп-
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тимальной стратегии игрока А будем использовать критерий максимиза-

ции его минимального выигрыша.   

Рассмотрим использование этого критерия на примере.    

Игрок Б 

Платежная матрица имеет вид:  

Если игрок А выберет первый ход, его минимальный 

выигрыш составит min–2, 2 = –2 при любом ходе иг-

рока В. Если будет выбран второй ход, то минимальный 

выигрыш составит min–3, 3= –3, при третьем ходе 

минимальный выигрыш составит min1,4= 1.  

Игроку А следует выбрать третий ход, максимизирующий минималь-

ный выигрыш, он составит mах–2, –3, 1=1. Это гарантированное значе-

ние выигрыша называется нижним значением игры. 

Подобным образом выбираем стратегию игрока Б, минимизирующую 

его проигрыш, получаем верхнее значение игры. Анализируя его первый 

ход, имеем mах–2, –3, 1=1. Второй ход дает mах2, 3, 4=4. В результате 

получаем min1, 4=1.  

Если найденные значения игры равны (как в рассматриваемом приме-

ре), то решением задачи является единственный ход (чистая стратегия), в 

противном случае ищется оптимальная смешанная стратегия. 

Примеры антагонистических игр: 

1. «Орлянка». Игроки одновременно кидают по монете. Если выпадает 

два «орла» или две «решки», то первый игрок выигрывает единичную 

ставку, иначе – второй. Платежная матрица игры имеет вид: 

                           A= 












11

11
.   

2. «Камень, ножницы, бумага». В эту игру играют на пальцах. Два иг-

рока одновременно выбрасывают от одного до трех пальцев, что соответ-

ствует выбранному предмету, при этом бумага побеждает камень, камень – 

ножницы и ножницы – бумагу. Если игроки выбросили одинаковое коли-

чество пальцев, то результат признается ничейным. Платежная матрица 

игры имеет вид: 

A=






















011

101

110

. 

3. Задана некоторая платежная матрица: 

A=



























101

423

110

311

. 

  –2  2   

А=   –3  3 

   1   4                                                               
 



43 

В двух первых играх нижнее и верхнее значения игры не совпадают 

(равны –1 и 1, соответственно), в третьем примере 

maxmin{aij} = max{-1, -1, 2, -1} = 2 и minmax{aij} = min{3, 2, 4} = 2.  

Решение этого примера находится в чистых стратегиях, первый игрок 

должен выбирать третий ход, а второй игрок – второй ход, цена игры равна 

2. В этом случае говорят, что игра имеет седловую точку. Следует отме-

тить, что такая ситуация на практике редко случается, поэтому решение 

игры ищется в смешанных стратегиях.  

 

5.2. Математическая модель игры 

Смешанные стратегии заключаются в выборе чистых стратегий с веро-

ятностями р1, р2,.., рn. Естественно  

                                        


n

i

ip
1

=1,      рi ≥0 для всех i. 

Фон Нейманом была доказана теорема, согласно которой для любой 

игры существует оптимальная смешанная стратегия (р1*, р2*,.., рn*), обес-

печивающая максимальный гарантированный выигрыш (обозначим его g – 

цена игры). Обозначим хi =рi/g для всех i. Тогда для вычисления рi ≥0 стро-

ится следующая математическая модель:  

               минимизировать F= x1+x2+…+xn 

при ограничениях 

                      a11x1+a21x2+…+an1xn ≥ 1, 

                        a12x1+a22x2+…+an2xn ≥ 1,                                                   (5.1) 

                      a1mx1+ a2mx2+…+ anmxn ≥ 1, 

                      x1, x2,…, xn  ≥ 0. 

Получена задача линейного программирования (Тема 1).  

ВНИМАНИЕ – строки ограничений формируются из столбцов пла-

тежной матрицы! Решив эту задачу, найдя оптимальное решение x1*, 

x2*,…, xn* и значение F*=x1*+x2*+…+xn*, оптимальную стратегию (р1*, 

р2*,.., рn*) вычисляем по формуле        рi*= хi*/ F*. Цена игры g =1/F*. 

Платежную матрицу можно упростить, применив следующие прави-

ла: 

– если к каждому элементу платежной матрицы прибавить одинаковое 

число, то оптимальная смешанная стратегия (р1*, р2*,.., рn*) не изменится, 

но поменяется ровно на добавленное число цена игры g; 

– если каждый элемент платежной матрицы умножить на одинаковое 

число (не ноль), то оптимальная смешанная стратегия (р1*, р2*,.., рn*) не 

изменится, при этом умножится цена игры g на данное число; 

– если все элементы некоторой строки платежной матрицы больше (при 

этом, некоторые равны) элементов другой строки или линейной комбина-

ции других строк (ситуация доминирования одной строки над другой), то 

доминируемые строки можно удалить из платежной матрицы. 
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Рассмотрим некоторые примеры. 

Пример 5.1. На ипподроме работает тотализатор. В гонках участвуют 

три лошади, в случае победы какой-либо из них выигрыш составляет по 

отношению к ставке 1:1, 3:1 и 4:1. Это означает, что при победе первой 

лошади выплаты равны поставленной на нее суммы, при победе второй 

лошади выплаты в 3 раза больше поставленной на нее суммы, соответст-

венно, при победе третьей лошади выплаты в четыре раза больше постав-

ленной на нее суммы, Платежная матрица при единичной ставке игрока в 

тотализаторе имеет вид: 

    1 –1 –1 

                                                А =   –1  3 –1 

   –1 –1  4 

В соответствие с первым правилом упрощения платежной матрицы к 

каждому элементу прибавим единицу, получим: 

2  0   0 

                                               А=    0  4   0 

0  0   5 

В соответствие с (5.1) математическая модель игры принимает сле-

дующий вид:    

минимизировать F= x1+x2+x3 при ограничениях  

2x1+ 0x2+0x3 ≥ 1, 

0x1+ 4x2+0x3 ≥ 1,     

0x1+ 0x2+5x3≥ 1, 

x1, x2, x3 ≥ 0. 

Отсюда получаем: 

x1*=1/2, x2*=1/4, x3* =1/5. 

F*=x1*+x2*+x3*=1/2+1/4+1/5=19/20. 

Цена преобразованной игры g = 1/F* = 20/19, тогда цена исходной иг-

ры: 

                                 g = 20/19 – 1 = 1/19,  

               р1*= х1*/F* = 10/19, р2*= х2*/F* = 5/19, р3*= х3*/F* = 4/19. 

Полученная оптимальная стратегия заключается в стратегии игрока 

распределить суммы на всех лошадей в пропорции 10:5:4, в этом случае 

(так как g≥0!) выигрыш игрока составит 1/19 суммы ставок при любом ис-

ходе гонок. (При отрицательной цене игры гарантированного выигрыша не 

существует). 

 

Пример 5.2. Рассматриваются варианты инвестиций в агрохолдинг, со-

стоящий из трех подразделений. Элементами платежной матрицы являют-

ся проценты прибыли от объемов инвестиций при разных вариантах уро-

жайности (табл. 5.1).  
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Таблица 5.1 
Варианты инвестиций Урожайность 

хорошая средняя плохая 

1. Агротехника 70 60 50 

2. Агроимпорт 0 110 240 

3. Агроэкспорт 160 50 –40 

Как распределить капитал, чтобы получить максимальный гарантиро-

ванный доход? Искомые коэффициенты оптимальной смешанной страте-

гии р1, р2, р3 зададут пропорции инвестиций. Первая стратегия является 

доминируемой по отношению к среднему арифметическому второй и 

третьей стратегий, поэтому ее можно удалить. Получаем следующую  

задачу:  

минимизировать Z= x2+x3 при ограничениях 

                                            0x2  + 160x3  ≥ 1, 

                                            110x2+50x3  ≥ 1,     

                                            240x2 – 40x3≥ 1, 

                                            x1=0, x2, x3 ≥ 0. 

Решая задачу уже известными нам методами, получаем решение:  

                                      x1*=0, x2*=1/160, x3* =1/160.  

Значение игры 1/F*=1/( 0+1/160+1/160)=160/2=80, откуда 

                        р1*=0, р2*=х2*/F*=80/160=1/2, р3*=х3*/F*=80/160=1/2. 

Оптимальной стратегией в данном примере являются равные инвести-

ции в Агроимпорт и Агроэкспорт, гарантированный доход при этом соста-

вит 80 %. 

 

Практическая работа по теме 5 

Пример 5.1. Пусть две конкурирующие фирмы А и Б планируют рек-

ламную компанию, при этом у каждой фирмы имеется три варианта ее 

проведения. Ожидаемая прибыль фирмы А при выборе ею варианта i и вы-

бранном фирмой Б вариантом j содержится в платежной матрице: 

А= 
      
      
      

 

Найти оптимальную стратегию для игрока А. 

Составляем промежуточную задачу линейного программирования в со-

ответствие с (5.1):  

найти минимум F=x1 + x2 + x3 →min; 

при ограничениях: 

50x1 + 40x2 + 70x3 ≥1; 

40x1 + 50x2 + 40x3 ≥1; 

30x1 + 60x2 + 20x3 ≥1; 

x1 ≥0; x2 ≥0; x3 ≥0. 
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Решаем задачу, используя пакет EXCEL «Поиск решения» (см. тему 1). 

Результат на рис. 5.1. 

 

 
Рис. 5.1. Решение промежуточной задачи примера 5.1 

 

Далее в А7 вводим «цена игры=», а в В7 =1/В2. Результат: 47.5. Это га-

рантированный выигрыш игрока А. Вводим в А8:А10 надписи: «Р1=», 

«Р2=», «Р3=», а в ячейки В8:В10 формулы «=В7*В1», «=В7*С1», 

«=В7*D1». Получили полное решение примера (рис. 5.2). 

 

 
 

Рис. 5.2. Решение примера 5.1 

  

Задания для самостоятельной работы 

Задание 5.1. Задана платежная матрица: 

                             A=  

Найти оптимальную смешанную стратегию для игрока А.  

Параметр а равен номеру варианта. 
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Задание 5.2. Предприятие А планирует реализацию своей продукции в 

пяти районах вместе с конкурирующей фирмой Б. Ниже в платежной 

матрице приведены оценки прибыли в случае выхода предприятия А в рай-

он i, а фирмы Б в район j. 

 
Ai\Бj Б1 Б2 Б3 Б4 Б5 

A1 30 70 55 40 65 

A2 95 20 15 35 30+а 

A3 30+а 45 10 85 65 

A4 50 40 35 20 95 

A5 25 30 35+а 60 15 

 

Определить оптимальную смешанную стратегию для предприятия А. 

Параметр а равен номеру варианта. 
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ТЕМА 6. ИГРЫ С ПРИРОДОЙ 

 

Государственные организации в своей повседневной работе сталкива-

ются с различными общественными вызовами. Принятие эффективных 

административных решений зависит от предшествующей интеллектуаль-

ной работы по их качественной подготовке. Разработка политических ре-

шений заключается в выявлении проблемы, в анализе и обработке необхо-

димой для решения проблемы информации и в определении методов и 

средств её решения. Государственный механизм является информационно-

аналитической системой, которая формирует коллективно разработанные 

решения. Задача лица, принимающего решение (ЛПР) состоит в анализе 

комплексной проблемы и выделении в ее составе элементарных состав-

ляющих.  

Специфика задач, возникающих в политических процессах, диктует ис-

пользование соответствующих методов их решения. Следует учитывать, 

кроме того, сложившиеся традиции в структурах управления. Американ-

ский политолог Р. Говард отмечал, что в политической практике, как пра-

вило, возникают рисковые, вероятностные задачи, которые отличаются 

низкой вычисляемостью результатов и принимаются в условиях полной 

или частичной неопределенности. Несмотря на сложный характер таких 

задач, длительное время использовался только один способ их решения – 

прецедентный метод. Политики шли методом проб и ошибок, опираясь на 

свой ум, здравый смысл и интуицию. Ум и интуиция, конечно, важны, но в 

настоящее время сложность политических процессов, их интенсивность, 

социальная цена ошибочно принятых решений стимулируют органы вла-

сти при принятии решений руководствоваться более современной и на-

дежной методикой. Американские политологи Энтони Даунс и Кеннет Эр-

роу предложили модель всеобъемлющей рациональности, суть которой в 

рациональном выборе. В условиях рыночной экономики действия органи-

заций и отдельных людей в политике направлены на достижение ими соб-

ственных целей. Субъекты политического процесса (акторы) стремятся 

максимизировать свою выгоду или минимизировать затраты, реализуя 

свои интересы, выбирая при этом оптимальные средства для достижения 

цели. Обладая необходимой информацией для принятия решений, акторы 

осуществляют рациональный выбор альтернатив с учетом возможных по-

следствий их реализации на основе разумных правил. При реализации ка-

ждой альтернативы может существовать несколько исходов, отличающих-

ся полнотой информации. Когда численные значения вероятностей исхо-

дов отсутствуют, применяются методы принятия решений в условиях неоп-

ределенности. Когда вероятности исходов известны, применяются методы 

принятия решений в условиях риска.  Далее будут подробно рассмотрены 

эти методы и даны соответствующие рекомендации по их применению в 

различных условиях эксплуатации конкретных управленческих систем.  
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6.1. Методы принятия решений в условиях неопределенности 

Рассмотрим методы принятия решений при отсутствии информации о 

значениях вероятностей исходов (условие неопределенности). 

Пример 6.1. Пусть организация рассматривает пять вариантов инвести-

ций.  Экспертами даны прогнозы доходов (прибыли) каждого варианта при 

возможных исходах (пессимистичном, вероятном, оптимистичном). Чис-

ленные значения вероятностей исходов нам не известны. Какой вариант 

инвестиций предпочтителен и в каком случае? 

В табл. 6.1 приведены возможные доходы по исходам (пессимистич-

ный, вероятный, оптимистичный), расположенным в столбцах, построчно 

расположены варианты инвестиций (альтернативы). 

                                                             Таблица 6.1 

Доход (прибыль) в млн руб. 
Варианты инвести-

ций (альтернативы) 

Исходы 

пессимистичный вероятный оптимистичный 

1 6 8 11 

2 2 12 15 

3 4 10 18 

4 5 8 14 

5 9 10 12 

 

Максимизация максимального дохода (метод максимакса). В этом 

методе определяются максимальные значения исходов («оптимистичный» 

столбец в табл. 6.1) по каждому варианту инвестиций, из них выбирается 

вариант с наибольшим значением. В данном примере это будет решение 

реализовывать третий вариант инвестиций. Этот метод использует инве-

стор, выбирая возможность получить максимум прибыли, невзирая на воз-

можные риски (диспозиционный оптимист). 

Максимизация минимального дохода (метод максимина (Вальда)). 

В каждой строке (альтернативе) находим минимальное значение исхода (в 

данном примере они находятся в «пессимистичном» столбце), и определя-

ем среди них альтернативу с максимальным доходом. В нашем случае это 

решение реализовывать пятый вариант инвестиций. Этот метод использует 

осторожный руководитель при принятии решений – это стратегия абсо-

лютного пессимиста.  

Минимизация максимальных потерь (метод минимакса (Сэвид-

жа)). Данный метод заключается в составлении табл. 6.2, включающей в 

себя возможные потери. Исходные данные берутся из табл. 6.1 (дохо-

дов/прибыли) и вычисления производятся по следующему правилу: 

– из максимальных значений дохода каждого исхода вычитаются зна-

чения доходов всех других альтернатив этого исхода; 
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– затем в каждой строке (альтернативе) определяем максимальные зна-

чения найденных величин возможных потерь (по альтернативам 1–5 это 

значения 7, 7, 5, 4, 6, соответственно). Из этих максимумов выбираем ми-

нимальное значение (4) и соответствующую ему альтернативу. Это и будет 

решение – реализовывать 4 вариант инвестиций.                   

   Таблица 6.2 

Возможные потери (млн руб.)                               
Варианты инве-

стиций (альтерна-

тивы) 

Исходы 

пессимистичный вероятный оптимистичный 

1 3 4 7 

2 7 0 3 

3 5 2 0 

4 4 4 4 

5 0 2 6 

 

Применение принципа неопределенности Лапласа. Этот основопо-

лагающий принцип, сформулированный Лапласом в теории вероятностей, 

заключается в утверждении, что в условиях полной неопределенности (ве-

роятности исходов отсутствуют), они равновозможны, поэтому решением 

будет являться альтернатива с максимальным средним доходом. В нашем 

случае это решение реализовывать 3 вариант инвестиций, у которого сред-

ний доход 10,7 (табл. 6.3). 

                                                           Таблица 6.3 

Доход (прибыль) в млн руб. 
Варианты ин-

вестиций (аль-

тернативы) 

Исходы  

пессимистичный вероятный оптимистичный Средний 

доход 

1 6 8 11 8,3 

2 2 12 15 9,7 

3 4 10 18 10,7 

4 5 8 14 9 

5 9 10 12 10,3 

 

6.2. Метод Гурвица принятия компромиссного решения 

Метод Гурвица дает возможность получить компромисс между мето-

дом Вальда (максимина) и методом максимакса. Этот метод предполагает 

знание ЛПР вероятностей крайних исходов (пессимистичного и оптими-

стичного), он задает вероятность пессимистичного исхода р, тогда оптими-

стичный исход получает вероятность 1–р. После этого определяется аль-

тернатива с максимальным средневзвешенным доходом.    

В рассматриваемом примере худший исход – реализовывать 5 вариант 

инвестиций (пессимистический исход, см. п. 1.2), наилучший – реализовы-



51 

вать 3 вариант инвестиций (оптимистический исход, см. п. 1.1). Пусть ЛПР 

задал уровень пессимизма р=0.4, тем самым он предполагает (или опреде-

лил из статистики подобных прошлых инвестиций), что в 40 % случаев 

происходит худший исход. Средневзвешенные доходы рассчитаем по каж-

дой альтернативе по формуле рх1+(1–р)х2, где х1, х2, значения возможных 

доходов при пессимистическом и оптимистическом исходах, соответст-

венно (табл. 6.4).      

                                  Таблица 6.4 

Критерий Гурвица 
Варианты ин-

вестиций 

(альтернативы) 

Исходы Вероятность   

исхода 

Средневзвешен-

ный доход 

Пессими-

стичный 

Оптими-

стичный 

0.4 0.6 

1 6 11 2.4 6.6 =9 

2 2 15 0.4 9.0 =9.4 

3 4 18 1.6 10.8 =12.4 

4 5 14 2.0 8.4 =10.4 

5 9 12 3.6 7.2 =10.8 

         

В нашем случае максимум средневзвешенного дохода дает решение 

реализовывать третий вариант инвестиций. 

 

6.3. Методы принятия решений с использованием значений  

вероятностей каждого исхода (в условиях риска) 

Рассмотрим ситуацию, когда вероятности каждого исхода известны. Эти 

вероятности на практике можно определить с помощью экспертов или про-

анализировав имеющуюся статистическую информацию. К примеру, если 

известна статистика по результатам 20 прошлых инвестиций, то можно 

найти доли пессимистичного, вероятного и оптимистичного исходов как 

отношение частот их появления к общему числу инвестиций и принять их 

за вероятности исходов (табл. 6.5). 

          Таблица 6.5 

Относительные частоты результатов инвестиций 
Исходы пессимистичный вероятный оптимистичный 

Частота исходов 5 10 5 

Относительная частота 

(вероятность) 

0.25 0.5 0.25 

 

Метод максимизации наиболее вероятного дохода. Вероятность 0.5 

является наибольшей, ее имеет вероятный исход. Максимальный доход 

при этом исходе равен 12 (табл. 6.1), соответствующая альтернатива – 

осуществлять второй вариант инвестиций. 
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Оптимизация математического ожидания. Метод Байеса. Понятие 

математического ожидания широко используется в политических, соци-

альных, экономических и прочих исследований. Если некоторая случайная 

величина Х задана своими возможными значениями х1, х2,…, хn, которые 

принимаются с вероятностями р1, р2,…, рn, то математическое ожидание М 

вычисляется по формуле: 

М  р
 
   р

 
     р

 
  .                                   (6.1) 

 

Данный метод заключается в выборе альтернативы, у которой имеется 

лучшее математическое ожидание (наибольший ожидаемый доход или 

наименьшие ожидаемые потери). Метод следует применять, если решение 

принимается многократно в подобных условиях. В этом случае по закону 

больших чисел получаемый результат стремится к математическому ожи-

данию. 

а) Максимизации ожидаемого дохода 

Вычислим по формуле (6.1) и занесем в табл. 6.6 математические ожи-

дания всех исходов у каждой альтернативы, где значения переменных х1, 

х2,…, хn, это доходы из табл. 6.1. 

                                              Таблица 6.6 

Возможный доход 
Варианты ин-

вестиций 

(альтернативы) 

Исходы Математическое 

ожидание 

дохода 
Пессимистич-

ный 

0,25 

Вероятный 

0,5 

Оптимистич-

ный 

0,25 

1 6 8 11 8,25 

2 2 12 15 10,25 

3 4 10 18 10,5 

4 5 8 14 8,75 

5 9 10 12 10,25 

 

Максимум математического ожидания 10.5 имеет альтернатива 3, по-

этому по данному критерию необходимо осуществлять 3 вариант инвести-

ций. 

б) Минимизация ожидаемых потерь 

Вычислим по формуле (6.1) и занесем в таблицу 6.7 математические 

ожидания всех исходов у каждой альтернативы, где значения переменных 

х1, х2,…, хn являются возможными потерями в таблице 6.2. 

Находим минимальное значение средних ожидаемых потерь (2.25), 

следовательно, лучшее решение совпадает со случаем а, осуществлять тре-

тий вариант инвестиций. 
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                                  Таблица 6.7 

Возможные потери 
Варианты ин-

вестиций (аль-

тернативы) 

Исходы Математическое 

ожидание 

потерь 
Пессимистич-

ный 

0,25 

Вероятный 

0,5 

Пессимистич-

ный 

0,25 

1 3 4 7 4.5 

2 7 0 3 2.5 

3 5 2 0 2.25 

4 4 4 4 4.0 

5 0 2 6 2.5 

 

6.4. Анализ чувствительности принятого решения 

Статистическая или экспертная информация о вероятностях исходов в 

табл. 6.5 в процессе деятельности организации, зачастую, может меняться, 

при этом принятое решение может остаться прежним или измениться. Ана-

лиз подобных ситуаций представляет собой «анализ чувствительности 

принятого решения». Проиллюстрируем этот анализ на представленных в 

табл. 6.8 трех дополнительных наборах вероятностей и соответствующим 

им расчетам математических ожиданий исходов. Данные о математических 

ожиданиях доходов исходного варианта возьмем из табл. 6.6. 

Альтернативный вариант (1) значений вероятностей исходов не поме-

нял решение, только средняя прибыль увеличилась с 10.5 млн руб. до 

10.6 млн руб. Альтернативный вариант (2) также не поменял решение, при 

этом средняя прибыль увеличилась с 10.5 млн руб. до 11.2 млн руб. При 

использовании третьего альтернативного варианта значений вероятностей 

решение поменялось, теперь максимальное значение 10.1 млн руб. у 5 аль-

тернативы. Значит, полученное решение с исходными вероятностями не-

чувствительно к альтернативам 1 и 2 наборов вероятностей, но чувстви-

тельно к варианту 3 изменений. 

       Таблица 6.8 

Ожидаемые доходы при измененных значениях вероятностей 
 

Показатели альтернатив 

Ожидаемые исходы  

по альтернативам 

1 2 3 4 5 

Исходные вероятности альтернатив 0.25, 0.5, 0.25 

Доход по исходным вероятностям 8,25 10,25 10,5 8,75 10,25 

Дополнительные вероятности (1) 0.3, 0.4, 0.3 

Ожидаемые доходы (1)  8.3 9.9 10.6 8.9 10.3 

Дополнительные вероятности (2) 0.2, 0.5, 0.3 

Ожидаемые доходы (2)  8.5 10.9 11.2 9.2 10.4 

Дополнительные вероятности (3) 0.3, 0.5, 0.2 

Ожидаемые доходы (3)  8.0 9.6 9.8 8.3 10.1 
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6.5. Использование дисперсии и среднеквадратического  

отклонения 

При однократном принятии решения вычисляются отклонения возмож-

ных значений исходов от их математических ожиданий. Степень отклоне-

ния показывают такие характеристики, как дисперсия и средне-

квадратическое отклонение. Дисперсия вычисляется по формуле: 

D=р
 
        р

 
          р

 
       .                            (6.2) 

Среднеквадратическое отклонение вычисляется по формуле (6.3): 

    .                                                          (6.3) 

С большой долей вероятности значения случайной величины Х лежат в 

интервале от М–   до М+  . Чем меньше  , тем ближе возможные резуль-

таты исходов к их математическому ожиданию. Приведем пример приме-

нения среднеквадратического отклонения. 

Пример 6.2. Организация планирует выборную агитационную кампа-

нию, используя разные виды рекламных действий (обозначим их номерами 

1-4). Экспертами определены возможные исходы – количество поданных 

голосов (от пессимистичного исхода до оптимистичного с вероятностями 

0,1; 0,2; 0,3; 0,4, соответственно), обозначим их также номерами 1–4. Рас-

считаем математическое ожидание количества поданных голосов и сред-

неквадратическое отклонение по всем альтернативам и занесем в табл. 6.9. 

Поясним расчеты математического ожидания. 

Для альтернативы 1 – очевидно, М=0. 

Для альтернативы 2 – М=255∙0,1+350∙0,2+350∙0,3+350∙0,4=340,5. 

Для альтернативы 3 – М=210∙0,1+305∙0,2+400∙0,3+400∙0,4=362. 

Для альтернативы 4 – М=165∙0,1+260∙0,2+355∙0,3+450∙0,4=355. 

Дисперсия для альтернативы 2 составит: 

D=(270–353)
2
∙0,1+(350–353)

2
∙0,2+(360–353)

2
∙0,3+(370–353)

2
∙0,4=821. 

Среднеквадратическое отклонение   5,1274 =28,6. 

Дисперсия для альтернативы 3 составит 

D=(210–362)
2
∙0,1+ (305–362)

2
∙0,2 + (400–362)

2
∙0,3+(400–362)

2
∙0,4=3509. 

Среднеквадратическое отклонение   3509 =59.2. 

Дисперсия для альтернативы 4 составит 

D=(180–311)
2
∙0,1+ (260–311)

2
∙0,2 + (355–311)

2
∙0,3+(450–311)

2
∙0,4=9305. 

Среднеквадратическое отклонение   9305 =96. 
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           Таблица 6.9  

Математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение 
Рекламные 

действия 

Возможные исходы: количество 

поданных голосов 

Математическое 

ожидание 

Средне-

квадратическое 

отклонение 1 

(0,1) 

2 

(0,2) 

3 

(0,3) 

4 

(0,4) 

1 300 300 300 300 300 0 

2 270 350 360 370 353 28,5 

3 210 305 400 400 362 59,2 

4 180 260 355 450 311 95 

        

Таким образом, при многократно принимаемом решении лучшей аль-

тернативой будет использовать третий вид рекламных действий, при этом 

будет обеспечено максимальное среднее количество поданных голосов 

362. Но, при принятии разового решения предпочтительнее выполнять 

второй вид рекламы, тогда математическое ожидание количества подан-

ных голосов уменьшится до 353, но при этом риск существенно сократит-

ся. В соответствии с рассчитанными показателями третьей альтернативы 

ожидаемое число голосов будет в интервале 36259,2, тогда как вторая 

альтернатива задает ожидаемое число голосов в интервале 35328,6. Ана-

лизируя полученную информацию, ЛПР принимает решение, основываясь 

на своем практическом опыте, отношении к риску и степени достоверно-

сти вероятностей исходов.  

 

6.6. Использование теории полезности при принятии решения 

Политическая жизнь, как и экономическая сфера, тесным образом свя-

зана с теорией полезности, суть которой заключается в том, что в эффек-

тивной системе управления принимаются рациональные индивидуальные 

решения. 

Это подтверждают многие политологи, в частности, Э. Даунс высказы-

вает мысль, что «в своём поведении индивид всегда эгоистичен и рациона-

лен». Понятия «своекорыстный экономический расчёт» и «нейтральный 

политический подход» им не разделяются, а политика рассматривается как 

коммерческое предприятие. Стремление к власти политиков для реализа-

ции своих личных целей, выбор избирателями того кандидата, который 

будет защищать их интересы – это все подтверждение на политической 

практике теории полезности. При этом взаимодействии обмениваются 

взаимовыгодно политические действия на голоса электората, и достигается 

цель политиков – собрать максимальное их количество. Поэтому при мо-

делировании системы принятия политических решений возможные аль-

тернативы оцениваются, сравниваются их достоинства и недостатки, после 
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чего выбирается максимально полезная альтернатива для политиков, удов-

летворяющая его определенным целям. 

Кроме того, на выбор решения влияют субъективные качества ЛПР: 

 финансовое состояние; 

 отношение к риску; 

 состояние здоровья и настроение ЛПР; 

 другие причины, не относящиеся к основной деятельности. 

Рассмотрим применение теории полезности к процессу принятия реше-

ния на небольшом примере. 

Пример 6.3. Пусть имеется два варианта вложить 1000 руб. с целью по-

лучения прибыли. Первый вариант дает возможность без риска заработать 

100 руб. прибыли; по второму вариант можно проиграть всю сумму с веро-

ятностью 0,7 или получить дополнительно 1000 руб. с вероятностью 0,3,  

то есть средний выигрыш по второму варианту составит 0∙0,7+1000∙0,3 = 

300 руб.  

Если ЛПР ориентируется на средний выигрыш и к риску безразличен, 

то он выберет второй вариант. Если же ЛПР риск учитывает, то он выберет 

вариант в зависимости от финансового состояния. Если потеря 1000 руб. 

для ЛПР является существенной, то он, скорее всего, выберет первый ва-

риант с гарантированным выигрышем 100 руб.  Имеющий крупный капи-

тал ЛПР предпочтет рискнуть. Также рисковать будут люди, склонные по 

своей натуре к авантюрам. 

Американские ученые Дж. Нейман и О. Моргенштерн предложили ме-

тодику определения числовых значений функции полезности. Данная ме-

тодика предполагает, что ЛПР при выборе решения ставит своей целью 

получить максимум ожидаемой полезности. Она вычисляется как матема-

тическое ожидание всех составляющих данное решение полезностей воз-

можных исходов. 

Рассмотрим поэтапно процесс построения индивидуальной функции 

полезности F(x).  

Этап 1. Пессимистичному (хп) и оптимистическому (xо) исходам при-

сваиваются крайние значения полезностей по выбранной шкале, например, 

F(xп)=0 и F(xо)=100.  В этом случае, шкала значений полезности будет со-

ставлять интервал [0,100].  

Этап 2. ЛПР предлагается: получить гарантированно сумму q из интер-

вала [хп, xо], или пойти на рискованный вариант – выиграть сумму xо с ве-

роятностью р и, соответственно, сумму хп с вероятностью (1–р). Значение 

р увеличивается от 0 до некоторого значения, при котором игроку уже без-

различно – выбрать рисковый вариант или получить гарантированную 

сумму q. Обозначим это найденное значение р0. Значение функции полез-

ности для q: 

                                    F(q)= р0 F(xо)+ (1 – р0) F(xп). 
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В рассмотренном примере 3 xп= –1000, xо=1000. Оценим полезность га-

рантированной суммы выигрыша q=100. Пусть игрок готов с вероятностью 

р0 выиграть 1000 руб. или с вероятностью (1–р0) проиграть 1000 наравне с 

вариантом получить гарантированно 100 руб. при условии, что р0=0,75. 

Тогда F(100)=0,75∙100+0,25∙0 =75. 

Ожидаемая полезность второго варианта 0,7∙0+0,3∙100 = 30, что меньше 

полученной полезности первого варианта. Таким образом, с соответствие с 

построенной для данного игрока функцией полезности он предпочтет пер-

вый (безрисковый) вариант. Это решение противоположно сделанному 

выше по критерию ожидаемого дохода. 

 

Практическая работа по теме 6 

Сначала рассмотрим пример, когда показатель эффективности макси-

мизируется.  

Пример 6.1. Директор фирмы рассматривает четыре варианта страхов-

ки: С1, С2, С3, С4. Выплаты по каждому варианту зависят от возможных 5 

видов страховых случаев. Выделяют пять видов страховых случаев: Q1, Q2, 

Q3, Q4, Q5. Выплаты ниже: 

 
Сi/Qj Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 

C1 45 22 45 52 43 

C2 42 38 41 37 41 

C3 38 47 36 41 35 

C4 36 28 31 57 40 

 

Необходимо выбрать лучшую альтернативу, применяя рассмотренные в 

теме критерии. Для критерия Байеса использовать вероятности исходов 

p1=0,35; p2=0,15; p3=0,15; p4=0,25; p5=0,1), для Гурвица коэффициент дове-

рия α=0,35. Для Сэвиджа строим таблицу рисков. В ячейку В9 вводим 

формулу «=МАКС(B$3:B$6)-B3» и автозаполняем результат на ячейки В9–

F12. 

Вводим исходные данные в EXCEL и соответствующие формулы для 

всех критериев, используя встроенные функции МИН, СРЗНАЧ, МАКС. 

(рис. 6.1). 
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Рис. 6.1. Решение примера 6.1 

 

Для критерия Лапласа выбираем функцию «СРЗНАЧ», для критерия 

Вальда вводим функцию МИН, для критерия Байеса вводим формулу 

«=В3*0,35+C3*0,15+D3*0,15+E3*0,35+F3*0,1», для Сэвиджа вводим в J3 

«=МАКС(B9:F9)» и автозаполняем на J3-J6. Для Гурвица вводим в К3 

формулу: 

=МАКС(B3:F3)*0,35+МИН(B3:F3)*0,65 и автозаполняем на К3-К6.  

Рассмотрим теперь пример минимизации показателя эффективности. 

Пример 6.2. Фермер рассматривает 4 проекта дренажных каналов, С2, 

С3, С4, затраты на строительство которых зависят от погоды. 

Возможны пять вариантов погоды от засушливой до дождливой. Таб-

лица затрат: 

 
Сi/Qj Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 

C1 25 22 25 22 20 

C2 22 18 21 27 21 

C3 28 27 16 21 15 

C4 16 18 21 27 20 

 

Необходимо выбрать лучшую альтернативу, применяя рассмотренные в 

теме критерии. Для критерия Байеса использовать вероятности исходов 

p1=0,35; p2=0,15; p3=0,15; p4=0,25; p5=0,1), для Гурвица коэффициент дове-

рия α=0,7.  

Аналогично примеру 6.1 вводим исходные данные в EXCEL (рис. 6.2). 
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Рис. 6.2. Решение примера 6.2 

 

Для критерия Лапласа выбираем минимальное среднее значение функ-

ции полезности, для критерия Вальда используем функцию МАКС и вы-

бираем наименьший результат, для критерия Байеса выбираем вариант с 

наименьшим значением затрат. 

Для Сэвиджа строим таблицу рисков, используя формулу «=B3-

МИН(B$3:B$6)» и последующее  автозаполнение результата на ячейки В9–

F12. 

Аналогично примеру 6.1 вычисляем максимальные риски и из них вы-

бираем вариант с минимальным риском, также и для критерия Гурвица. 

 

Задания для самостоятельной работы 

Задание 6.1. Торговая фирма рассматривает 5 вариантов развития 

своей деятельности: В1, В2, В3, В4, В5. Прибыль фирмы зависит от сло-

жившейся ситуации на рынке. Эксперты оценили прибыль для каждого 

варианта развития при каждой из четырех возможных ситуаций С1, С2, 

С3, С4. 
Вi/Сj С1 С2 С3 С4 

В1 a 11 15 7 

В2 8 12 13 12 

В3 3 6 a 21 

В4 13 15 10 2 

В5 14 7 8 15 
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Необходимо выбрать лучший вариант развития, используя все крите-

рии, Байеса с вероятностями p1 = 0,3; p2 = 0,4; p3 = 0,2; p4 = 0,1, Гурвица 

при коэффициенте доверия α= 0,55. 

Параметр а равен номеру варианта. 

Задание 6.2. У нефтяной компании имеется четыре проекта строи-

тельства нефтяной вышки A, Б, В и Г. Затраты на реализацию проектов 

зависят от возможных пяти вариантов погоды П1, П2, П3, П4, П5. Необхо-

димо выбрать лучший проект, используя все критерии, Байеса с p1 = 0,2; 

p2= 0,1; p3= 0,2; p4= 0,3; p5 = 0,2, Гурвица при α = 0,7. Таблица затрат име-

ет следующий вид: 

 
Х/Пj П1 П2 П3 П4 П5 

А а 11 9 12 6 

Б 8 9 11 8 9 

В 7 8 14 a 8 

Г 8 12 8 13 7 

Параметр а равен номеру варианта. 
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ТЕМА 7. БАЛАНСОВЫЕ МОДЕЛИ 

 

7.1. Модель Леонтьева межотраслевого баланса 

Рассматриваются п различных производственных отраслей (строитель-

ство, машиностроение, металлургическое, химическое и прочие производ-

ства), продукция которых используется в производстве продукции других 

отраслей, а также в непроизводственной сфере (потребление граждан, про-

свещение, здравоохранение, развитие инфраструктуры, наука и т. п., по-

ставки на экспорт). Будем рассматривать определенный промежуток вре-

мени (например, плановый год).  

Пусть хi – валовой выпуск продукции i-й отрасли; 

хij – объем продукции i-й отрасли, используемый в процессе производ-

ства j-й отрасли; 

zi – объем продукции i-й отрасли, расходуемый в непроизводственной 

сфере.  

Для каждого i= 1,..., п выполняется соотношение 

                                    хi = хi1+хi2+...+хin+zi,                                             (7.1) 

Выражения (7.1) называются соотношениями баланса. 

Все указанные выше величины измеряться натуральными (тонны, ку-

бометры, киловатт-часы и т. п.), или стоимостными единицами. Далее бу-

дем рассматривать стоимостной баланс. 

В. Леонтьев (1905–1999) установил важное обстоятельство в развитии 

экономики. Материальные издержки производимой продукции пропор-

циональны объему их выпуска. Этот основополагающий принцип линей-

ности относится и к другим видам издержек (оплате труда и пр.), а также к 

прибыли.  

С учетом сказанного соотношения (7.1) можно переписать в виде: 

х1 = a11 х1 + a12 х2 +...+ a1n хn + z1 ,                

х2 = a21 х1 + a22 х2 +...+ a2n хn + z2,                

хn = an1 х1 + an2 х2 +...+ ann хn + zn,                

где aij являются коэффициентами прямых затрат продукции i-й от-

расли, используемой в процессе производства единицы продукции j-й от-

расли, или, в матричной записи,       

     x=Ax+z,                                                                        (7.2) 

 

 

      где – матрица коэффициентов прямых затрат; 

                      

 

 

– вектор искомых объемов выпуска валового продукта; 
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z= 

  
 
  

 – вектор объемов продукта непроизводственной сферы. 

 

Соотношение (7.2) называется уравнением межотраслевого баланса 

(модель Леонтьева). 

Используя данное уравнение можно решать задачу планирования вы-

пуска продукции различных отраслей, обеспечивающую заданный объем 

конечного потребления. Если обратная матрица (Е – А)
-1

  существует, то 

решение уравнения (7.2) находится в виде 

                                   х = (Е – А)
-1

z.                                                          (7.3) 

Коэффициенты обратной матрицы (Е–А)
-1

 называются коэффициента-

ми полных затрат.  

Пример 7.1. Решить уравнение межотраслевого баланса, если  

                                               z = 

В данном случае       

 

      
 

откуда получаем х= 

 

 
 

 

7.2. Модель равновесных цен 

Двойственной задачей к балансовой модели Леонтьева является модель 

равновесных цен. Как и выше, пусть х = (х1, х2,..., хn) – вектор  объёмов ва-

лового выпуска, А – матрица прямых затрат. Обозначим у = (у1, у2,..., уn) – 

вектор цен, уi соответствует цене продукции отрасли i. 

Часть дохода каждая отрасль i тратит на приобретение продукции дру-

гих отраслей, что на единицу выпускаемой продукции составляет a1iу1 + 

a2iу2 +...+ aniуn. Следовательно, на выпуск продукции в полном объеме хi 

будет затрачено хi(a1iу1 + a2iу2 +...+ aniуn). Остальная часть дохода (обозна-

чим ее Vi) идет на выплату налогов, зарплаты и инвестиции. 

Получаем следующее соотношение: 

хiууi = хi(a1i у1 + a2i у2 +...+ ani уn)+ Vi.  

Разделив это соотношение на хi, получаем: 

уi = (a1i у1 + a2i у2 +...+ ani уn)+ vi.  

где vi = Vi/хi – норматив единичной добавленной стоимости выпускаемой 

продукции. 
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Можно записать найденные равенства в матричной форме: 

                                        у = A
T
у + v,                                                       (7.4) 

где A
T
 – транспонированная матрица прямых затрат, v = (v1, v2 ,..., vп) – 

вектор нормативов добавленной стоимости, 

Получили соотношение, подобное модели Леонтьева, с той лишь раз-

ницей, что х заменен на у, z – на v, А – на А
T
. 

Данная модель позволяет прогнозировать цены продукции отраслей, 

используя нормативы добавленной стоимости. Кроме того, можно прогно-

зировать инфляцию, которая возникает из-за изменения цен в отраслях. 

Пример 7.2. Рассмотрим экономическую систему, состоящую из трех 

отраслей: химическая промышленность, машиностроение и нефтяная от-

расль. Пусть 

 

  

– транспонированная матрица прямых затрат; 

 

 

  

– вектор нормативов добавленной стоимости. 

 

 

Из формулы (7.4), получаем у = (Е–А
Т
)

-1
v для получения равновесных 

цен. 

                                           0,58  0,14 0,18  

     (Е–А
Т
)

-1
 = (1/0,444)     0,28  0,68 0,24 

                                           0,25  0,29 0,69   .   

 

                                                         10 

         Получаем  у = (Е–А
Т
)

-1
v =    20  . 

                                                         15 

 

Допустим, что в сельском хозяйстве норматив добавленной стоимости 

увеличен на 1,11. Учитывая, что тогда v = (5,11; 10; 4), получим: 

 

                                                                    11,45 

                                                у = С
T
v =     20,7    . 

                                                                   15,625 

 

Мы видим, что продукция сельского хозяйства подорожала на 14,5 %, 

промышленности – на 3,5 %, топливно-энергетической отрасли – на 

4,17 %.  
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7.3. Модель международной торговли 

Модель международной торговли дает возможность определить соот-

ношения между бюджетами торгующих между собой стран таким образом, 

чтобы обеспечить взаимовыгодную бездефицитную торговлю. 

Для примера рассмотрим три страны с государственными бюджетами 

Z1, Z2, Z3, назовем их Германия, Италия и Израиль. Допустим, что каждая 

страна весь госбюджет тратит на закупки продукции своей страны, или 

импортирует ее из других стран. Допустим, что Германия тратит половину 

своего госбюджета на закупку продукции внутри страны, 1/4 госбюджета – 

на продукцию из Италии, оставшуюся 1/4 госбюджета – на продукцию из 

Израиля. Италия тратит треть своего бюджета на закупку продукции в 

Германии, треть внутри страны и треть у Израиля, который тратит 1/2 гос-

бюджета на закупку продукции у Германии, 1/2 госбюджета на закупки в 

Италии и не закупает ничего внутри страны. 

Структурная матрица торговли принимает вид:  

 

                

 

                          .                                                                              (7.5) 

 

 

 

Матрица А = {аij} содержит части бюджета, которые страна j тратит на 

закупку продукции страны i.  

По итогам года страна i получит выручку Вi  = аi1 Z1 + аi2 Z2 + аi3 Z3.  

Для сбалансированной торговли необходимо выполнение равенства  

Вi = Zi, для всех i. 

Или в матричном виде 

                           А Z = Z или (А – Е) Z =0,                                              (7.6) 

 

где Z =    
  

   
  

   . 

 

Система (7.6) имеет бесконечное множество решений: 

                                  Z 1=2 Z3, Z2= 3/2 Z3,  

где Z3 может принимать произвольное значение. 

 

Таким образом, в данном примере для сбалансированности торговли 

этих стран бюджет Германии должен быть в два раза, а бюджет Италии в 

полтора раза больше бюджета Израиля. 
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Практическая работа по теме 7 

Пример задачи межотраслевого баланса трех взаимосвязанных отрас-

лей (табл. 7.1). 

Таблица 7.1 
Производство 

 

Потребление Конечный про-

дукт Отрасль А Отрасль Б Отрасль В 

Отрасль А 17 13 11 83 

Отрасль Б 8 16 9 97 

Отрасль В 21 15 13 132 

 

1. Определить валовой продукт отраслей, их чистую продукцию, коэф-

фициенты прямых затрат. 

2. Определить конечные продукты отраслей при условии, что валовые 

продукты будут равны, соответственно, 100, 150 и 200. 

3. Определить валовые продукты отраслей при условии, что конечный 

продукт отрасли А увеличится на 50 %, отрасли Б уменьшится на 4 едини-

цы, а отрасли В увеличится на 6 единиц. 

 

 
Рис. 7.1. Таблица исходных данных в Excel 

 

1. Для нахождения валового продукта каждой отрасли в ячейку F3 вво-

дим формулу «=СУММ(В3:Е3)». Результат – 124. Автозаполнением пере-

носим результат ячейки на F4 и F5. Для расчета чистой прибыли вводим в 

ячейку В6 формулу «=F3–B3–B4–B5», в С6 формулу «=F4–C3–C4–C5», в 

D6 формулу «=F5–D3–D4–D5». Находим коэффициенты прямых затрат. 

Для этого каждый столбец матрицы В3-D5 нужно разделить на соответст-

вующий валовой продукт. В ячейку В7 вводим «=B3/$F$3». Автозаполня-

ем В7 на В8 и В9. Аналогично вводим в С7 «=C3/$F$4» и автозаполняем 

на С8 и С9. 

Вводим в D7 «=D3/$F$5» и автозаполняем на D8 и D9. Матрица коэф-

фициентов затрат готова. 

2. В ячейки Н3:Н5 вводим новые валовые продукты отраслей, соответ-

ственно, 100, 150 и 200. Вычисляем новый конечный продукт по формуле 

Z=(E–A)X. Для этого в В11:D13 вводим единичную матрицу:  
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1 0 0 

0 1 0 

0 0 1.  

Затем вводим в В15 «=B11:B7» и автозаполняем на В15:D17. Для вы-

числения новых значений конечного продукта в G3 вводим функцию 

МУМНОЖ из категории Математические. В поле «массив 1» вводим 

B15:D17, в поле «массив 2» – H3:H5 (новый валовой продукт). Затем выде-

ляем G3:G5 и набираем F2 и Ctrl+Shift+Enter. В результатате получаем но-

вый конечный продукт. 

3. По условию 3 примера конечные продукты отраслей увеличились до 

значений 124,5, 93, 138, которые помещаем в ячейки G7:G9. Далее новый 

валовой продукт находим по формуле (7.3). Для получения обратной мат-

рицы вводим формулу МОБР из категории «Математические» в ячейку 

F15. В качестве аргумента функции вводим B15:D17. Для результата вво-

дим ячейки F15:H17 и нажимаем F2 и Ctrl+Shift+Enter. Для вычисления 

новых значений валового продукта в ячейку Н7 вводим функцию пере-

множения матриц – МУМНОЖ. Аргументы: в поле «массив 1» даем ссыл-

ку F15:H17, в поле «массив 2» – G7:G9. Далее обводим ячейки Н7:Н9 и 

нажимаем F2 и Ctrl+Shift+Enter. Результат – новый валовой продукт. Зада-

ча решена. 

 

 
 

Рис. 7.2. Решение задачи по теме 7 
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Задания для самостоятельной работы 

Задание 7.1. Решить задачу межотраслевого баланса для четырех от-

раслей. 

Матрица межотраслевых связей xij и значения валового выпуска Xj 

приведены в табл. 7.2 по вариантам. 

Таблица 7.2 
Вариант xij Xj Вариант xij Xj 

1 65 55 15 95 800 16 35 95 85 65 755 

65 25 65 10 450 25 85 5 45 550 

80 85 70 45 800 55 75 80 45 620 

5 16 15 7 750 75 85 60 25 755 

2 95 100 65 85 770 17 25 25 25 15 820 

75 25 110 65 820 65 45 95 50 755 

35 75 85 15 855 95 25 15 75 830 

25 67 68 95 650 44 43 15 37 460 

3 35 35 45 55 555 18 65 45 35 65 440 

15 15 25 95 650 85 54 13 56 727 

65 15 5 35 577 20 75 55 55 855 

85 25 85 35 525 54 83 65 30 650 

4 10 7 85 95 555 19 85 45 84 93 472 

15 65 25 45 755 25 37 24 35 825 

55 55 20 45 520 15 25 45 65 655 

10 35 15 65 825 95 15 25 95 825 

5 15 75 45 35 725 20 66 55 5 85 525 

15 55 35 45 855 15 25 45 25 850 

65 65 25 95 550 95 70 25 85 675 

45 85 5 60 625 45 85 75 95 550 

6 25 55 30 25 850 21 55 45 35 25 625 

35 45 25 25 755 25 35 45 35 750 

25 30 25 50 525 35 55 65 75 650 

35 55 45 65 550 75 80 25 65 555 

7 95 100 65 90 850 22 95 100 65 60 775 

75 25 105 15 450 75 25 100 45 550 

35 75 85 40 850 35 75 85 45 625 

25 65 60 15 750 35 55 65 25 750 

8 90 90 150 65 775 23 26 95 100 65 825 

70 70 25 150 825 65 75 25 150 750 

35 30 75 85 825 90 35 75 85 850 

25 26 67 68 650 45 24 63 65 450 

9 35 35 45 55 555 24 95 100 65 65 450 

15 5 15 95 650 75 25 130 55 720 

65 15 5 15 573 35 75 85 53 855 

85 20 85 35 525 25 63 63 30 650 

10 5 95 150 65 555 25 85 95 100 65 475 

15 75 25 150 755 25 75 25 150 825 

55 33 75 85 523 15 33 75 85 655 

5 25 63 65 825 93 25 63 65 825 
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Окончание таблицы 7.2 
Вариант xij Xj Вари

ант 

xij Xj Вариант xij Xj Ва-

ри-

ант 

xij Xj 

11 95 100 65 35 725 26 63 55 5 85 525 

75 25 150 45 855 15 25 45 23 800 

35 75 85 95 550 95 70 25 85 675 

23 65 63 65 625 45 83 75 95 550 

12 25 95 100 65 850 27 95 100 65 20 625 

35 75 25 150 755 75 25 150 35 750 

25 35 75 85 525 35 75 85 75 650 

35 25 65 63 550 25 63 65 63 575 

13 95 150 60 93 550 28 85 95 100 65 475 

75 25 150 45 750 25 75 25 150 825 

35 75 85 45 525 15 33 75 85 655 

25 63 65 65 825 95 23 65 63 825 

14 15 75 40 35 725 29 63 55 5 85 525 

15 53 35 45 855 15 25 45 23 800 

65 65 25 95 550 95 70 25 85 675 

45 80 55 65 625 45 83 75 95 550 

15 25 95 100 65 850 30 95 100 65 25 625 

35 75 25 150 755 75 25 150 35 750 

25 35 75 85 525 35 75 85 73 600 

35 25 63 65 550 25 63 65 63 575 

1. Найти конечные продукты отраслей, их чистую продукцию, коэф-

фициенты прямых затрат. 

2. Найти конечные продукты отраслей, если у первой отрасли валовой 

продукт увеличится на 100 %, у второй отрасли увеличится на 50 %, у 

третьей без изменений, у четвертой отрасли уменьшится на 10 %. 

3. Определить валовые продукты отраслей, если конечные станут 750, 

550, 850 и 750. 
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ТЕМА 8. КОРРЕЛЯЦИОННО-РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ 
 

Очень важной задачей в экономике является выявление зависимостей 

некоторой изучаемой величины (прибыли, затрат и др.) от случайных ве-

личин, называемых факторами.  

Нахождение, оценка и анализ таких связей, создание формул зависимо-

сти, оценка входящих в их состав параметров и составляют предмет кор-

реляционно-регрессионного анализа. С помощью корреляционного ана-

лиза осуществляется исследование взаимозависимости факторов, регресси-

онный анализ на основе статистических данных строит зависимость изу-

чаемой случайной величины от множества факторов. 

Данный математический аппарат лег в основу дисциплины Экономет-

рика, активно развивающуюся и широко используемую в последние деся-

тилетия. Работам в этом направлении присуждены семь Нобелевских пре-

мий по экономике. В эконометрике синтезируются достижения теоретиче-

ского анализа экономики с достижениями математической статистики. С 

помощью построенной эконометрической модели зависимости изучаемой 

величины от соответствующих факторов решаются два класса основных 

задач экономики: прогнозирование и совершенствование систем управле-

ния за счет целенаправленного изменения значений управляемых факто-

ров. 

Широкому внедрению методов корреляционно-регрессионного анализа 

способствовало развитие информационных технологий. Самая трудоемкая 

вычислительная работа по формированию зависимостей, построению гра-

фиков выполняется компьютером, пользователь же занимается постанов-

кой задачи, выбирает адекватную модель и интерпретирует результаты. В 

данной работе мы будем использовать программные средства EXCEL Па-

кет анализа и Мастер диаграмм. 

 

8.1. Однофакторная регрессионная модель 

Рассмотрим сначала регрессионную модель с одним фактором.  

Имеем пары наблюдений (xi, yi), i=1,2,…,n, где Х={xi} и Y={yi} некото-

рые случайные величины. Эти пары чисел соответствуют точкам на плос-

кости с координатами (xi, yi), которые образуют диаграмму рассеяния. По-

строение эконометрической модели (регрессии) заключается в подборе не-

которой функции, график которой располагался бы как можно “ближе” к 

заданным точкам. Иногда тип искомой функции определяется законами 

экономической теории, но чаще выбор функции осуществить затрудни-

тельно. В этих случаях используется корреляционно-регрессионный ана-

лиз, с помощью которого на основе статистических данных строится урав-

нение регрессии y = f(x).  
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Формирование однофакторных регрессионных моделей на компью-

тере с помощью ППП Excel 

Для получения диаграмм рассеяния и однофакторных регрессий при-

меняется Мастер диаграмм. Сначала строится диаграмма рассеяния 

(Вставка Диаграммы  Точечная , а затем, установив курсор на лю-

бую точку полученной точечной диаграммы и щелкнув правой кнопкой 

мышки, в режиме Добавить линию тренда выбираем одну из шести пред-

лагаемых функций – линейную, логарифмическую, полиномиальную, сте-

пенную, экспоненциальную и скользящую среднюю. Выбрав функцию, в 

режиме Параметры задаем Показывать уравнение на диаграмме и По-

местить на диаграмму величину достоверности аппроксимации(R^2). 

Этот коэффициент служит мерой качества полученной регрессии (коэффи-

циент детерминации). Чем «ближе» R
2 

к единице, тем адекватнее эконо-

метрическая модель.  

 

Пример 8.1. В колонках А и В приведены данные по расходу электро-

энергии за четыре года по кварталам (табл. 8.1). Результаты вы видите на 

диаграммах (рис. 8.1).  

 

Таблица 8.1 

Расход электроэнергии за четыре года  

А В 

1 3,2 

2 4,4 

3 5 

4 5,2 

5 7,2 

6 6,8 

7 7,6 

8 8 

9 8 

11 8,4 

12 9 

13 9 

14 9,6 

15 10 

16 10,8 
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Рис. 8.1. Диаграммы линейной, степенной, логарифмической  

и полиномиальной регрессий 

 

На диаграммах видно, что лучшая регрессия – степенная.  

 

8.2. Построение множественной регрессии 

  

Отбор факторов 

Значения экономических показателей определяются, как правило, 

влиянием нескольких факторов. Задача оценки статистической взаимосвя-

зи переменных у и х=(х1, х2,…, хm) формулируется аналогично случаю пар-

ной регрессии. Ищется функция у=f(,х), где – вектор параметров, х– 

вектор значений факторов.  

Построение функции проводится в два этапа.  

На первом этапе необходимо произвести отбор факторов. Сначала вы-

числяются коэффициенты корреляции rik между выборочными значениями 

факторов Хi={xji} и Хk={xjk}.  Если rik>0.8 (наблюдается сильная линейная 

связь между факторами Хi и Хk), то один из них отбрасывается (в принци-

пе, любой, но рекомендуется отбрасывать тот, информацию по которому 

труднее собрать или она менее достоверна). Затем вычисляются коэффи-
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циенты корреляции riу между выборочными значениями фактора Хi={xji} и 

Y={yj}.  Если riy<0.2 (практически отсутствует линейная связь между фак-

тором Хi и анализируемым показателем Y), то и этот фактор отбрасывает-

ся.  

 

Линейная регрессионная модель со многими переменными 

      

В простейшем случае анализируется линейная зависимость у от х. 

Уравнение множественной линейной регрессии (аддитивная модель) име-

ет вид 

                     у=0+1х1 +2х2 +…+mхm.                                                (8.1) 

 

 Если имеется n наблюдений факторов х и переменной у, то отклонение 

зависимой переменной у в j-м наблюдении от линии регрессии 

 

                 j= уj – 0 – 1хj1 – 2хj2 – … – mхjm (j=1, 2,…, n). 

 

На втором этапе для оставшихся факторов применяется метод наи-

меньших квадратов. Метод наименьших квадратов предполагает поиск ко-

эффициентов i таких, что Q=j
2
min. Для отыскания коэффициентов i 

используется Пакет анализа. Для анализа статистической значимости по-

лученных коэффициентов множественной линейной регрессии использу-

ется так называемая t–статистика. Можно использовать следующее грубое 

правило для оценки значимости коэффициента линейной регрессии: 

 если t<1, то он не может быть признан значимым, поскольку довери-

тельная вероятность здесь составляет менее 0,7; 

 если 1<t<2, то сделанная оценка может рассматриваться как более 

или менее значимая, доверительная вероятность здесь примерно от 0,7 до 

0,95; 

 значение 2<t<3, свидетельствует о весьма значимой связи (довери-

тельная вероятность от 0,95 до 0,99); 

 t>3 есть практически стопроцентное свидетельство ее наличия. 

Сформулированными правилами можно надежно пользоваться при 

n10.      

 Коэффициенты множественной линейной регрессии i имеют большой 

экономический смысл. Они показывают, на сколько изменится анализи-

руемый показатель Y при изменении фактора Хi на единицу. 

  

Формирование многофакторных регрессионных моделей на компь-

ютере с помощью ППП Excel  

  

Построение многофакторной модели осуществляется специальной про-
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граммой Excel Пакет анализа с помощью функций Корреляция и Рег-

рессия. Использование Корреляции позволяет получить парные коэффи-

циенты корреляции и произвести отбор факторов. С помощью Регрессии 

получаем коэффициенты множественной линейной регрессии i, коэффи-

циент детерминации R
2 
и t–статистику. Порядок вычислений следующий: 

1) чтобы использовать Пакет анализа в Excel, необходимо загрузить ее. 

Для этого нажать кнопку Microsoft Office , а затем Параметры Excel. 

Выбрать команду Надстройки и в поле Управление выбрать пункт Над-

стройки Excel. После чего нажать кнопку Перейти. В поле Доступные 

надстройки установить Пакет анализа и нажать ОК. При появлении 

предложения установить Пакет анализа, нажать Да; 

2)  в результате загрузки на верхней панели на вкладке Данные в край-

ней справа группе появится Анализ данных; 

3) ввести исходную информацию, содержащую статистические данные 

изучаемой величины и выбранных факторов; 

4) в списке функций Анализ данных выбрать функцию Корреляция; 

5) заполнить окна входных и выходных данных: 

Входной интервал – содержит номера ячеек анализируемых данных; 

Группирование – обычно по строкам; 

Метки – отмечается, если первая строка содержит названия столбцов; 

Выходной интервал – указывается левая верхняя ячейка корреляцион-

ной таблицы; 

6) анализ коэффициентов корреляции {rik} позволяет выполнить пер-

вый этап моделирования; 

7)  в списке функций Анализ данных выбрать функцию Регрессия; 

8)  заполнить окна входных и выходных данных аналогично пункту 5, 

только интервалы ячеек для анализируемого признака Y и объясняющих 

факторов Х задать отдельно.  

Результат содержит регрессионную статистику (в том числе R-квадрат), 

дисперсионный анализ и таблицу, в первом столбце которого находятся 

наименования факторов, во втором коэффициенты регрессии (в первой 

строке Y-пересечение коэффициент а0), в следующих строках коэффици-

енты аi. В 4-м столбце коэффициенты t-статистики.    

 

Пример 8.2. В колонках А, В и С приведены поквартальные данные о 

расходовании электроэнергии и заработной плате, в колонке D находится 

прибыль (табл. 8.2). . В ВЫВОДЕ ИТОГОВ получили R
2
=0,7957. 
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Таблица 8.2 

А           В             С            D 

 
Квартал 

 

Эл/эн 

(к/в) 

Зар. пл. 

 

Прибыль 

  

1 2,9 65234 66,2   Квартал Эл/эн (к/в) Зар. пл. 

2 4,5 48563 70 Квартал 1   

3 5 55210 72,6 
Эл/эн 

(к/в) 0,806 1  

4 4,5 66750 90,5 Зар.пл. 0,7502 0,6121 1 

5 4,2 50246 84     

6 4,8 67306 86,3  Эл/эн (к/в) Зар. пл. Прибыль 

7 5,3 69582 85,4 
Эл/эн 

(к/в) 1   

8 8 65233 92,6 Зар. пл. 0,6121 1  

9 5,5 74134 89,5 Прибыль 0,725 0,6841 1 

11 8,4 72533 90,2     

12 7,2 70235 95,5     

13 8 78563 93,3     

14 6,6 83655 96,1    

15 6,2 66545 98,8    

16 11,2 80426 100,4    

       
 

ВЫВОД ИТОГОВ    

Регрессионная статистика    

Множественный 

R 0,892    

R-квадрат 0,7957    

Нормированный 

R-квадрат 0,7399    

Стандартная 

ошибка 5,2995    

Наблюдения 15    

 

Дисперсионный анализ представлен в таблице 8.3.  

В этой таблице используем первые четыре колонки. В первой колонке: 

названия факторов, далее находятся коэффициенты регрессии и t-

статистика, которая показывает, что 2-й и 3-й факторы надо бы удалить, 

их коэффициенты недостоверны. Теперь для прогноза прибыли на х1=17 

квартал надо вычислить значения факторов х2 и х3 по выбранному тренду 

(см. пример 8.1), и подставить эти значения в найденную функцию (8.1). 
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Задания для самостоятельной работы 

Задание 8.1. Построить линейную множественную регрессию общей 

суммы налогов и платежей на сумму поступлений по налогу на добавлен-

ную стоимость (x1) и налогу на прибыль (доход) (x2). 

 

Время наблюдения 
y, 

млрд. руб. 

x1, 

млрд. руб. 

x2, 

млрд. руб. 

Январь 2010 38,9+1/a 5,6 13,4 

февраль 2010 45,3 6,7+1/a 15,4 

март 2010 61,1 13,1 16,7+1/a 

апрель 2010 70,4 16,9 16,2 

май 2010 63,8+1/a 18,4 13 

июнь 2010 67,7 19,1+1/a 15 

июль 2010 70,6 16,1 20,8+1/a 

август 2010 78,9 23,3 16,4 

сентябрь 2010 73,2+1/a 19,2 17,4 

октябрь 2010 78,1 16,1+1/a 23,6 

ноябрь 2010 103 31,8 23,9+1/a 

декабрь 2010 133,4 35,4 34,4 

январь 2011 145,3+1/a 25,3 45,5 

февраль 2011 101,9 24,4+1/a 44,2 

март 2011 147,2 29,8 39,7+1/a 

апрель 2011 170,4 16,9 16,2 

май 2011 163,8+1/a 18,4 13 

июнь 2011 167,7 19,1+1/a 15 

июль 2011 170,6 16,1 20,8+1/a 

август 2011 178,9 23,3 16,4 

сентябрь 2011 173,2+1/a 19,2 17,4 

октябрь 2011 178,1 16,1+1/a 23,6 

ноябрь 2011 143 31,8 23,9+1/a 

декабрь 2011 173,4 35,4 34,4 

 

Определить коэффициенты корреляции. 

Определить коэффициенты регрессии. 

Сделать выводы о силе связи факторов. 

Дать оценку полученной регрессии коэффициенту детерминации. 

Выбрать тренд и рассчитать значения факторов x1 и x2 на первую по-

ловину 2012 года. Построить прогноз общей суммы налогов и платежей 

на первую половину 2012 года. 

Параметр а равен номеру варианта. 
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Задание 8.2. Провести анализ реальных данных в соответствии с 

этапами: 

1. Рассчитать корреляцию между факторами (взять не менее вось-

ми), из Статистические данные (не менее двадцати строк) выбрать из 

печатных источников, Интернета или конкретного предприятия). Ос-

тавьте факторы с ∣r∣< 0.8. 

2. Постройте линейную множественную регрессию. Определите тео-

ретическое уравнение множественной регрессии. Определите значи-

мость переменных, коэффициент детерминации, t-статистику. Добей-

тесь R
2
 > 0.85,    >1,5. 

3. Постройте тренды (не менее двух) экономических показателей-

факторов. Вычислите их прогнозные значения. 

4. Вычислите прогноз по найденной множественной линейной регрес-

сии. 
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